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摘 要 传统连续图像信号的采样过程采用的是矩形点阵结构E当连续图像信号的频带处于一个圆形区域之内

时;正六边形点阵结构的采样密度比矩形点阵结构的采样密度要降低 ?AF%GE但目前图像输入输出设备只支持矩

形点阵结构的数字图像;所以首先讨论了满足 <HI(68J采样定理的正六边形点阵结构的采样矩阵B空间采样间隔D;
及矩形点阵结构数字图像和正六边形点阵结构数字图像之间的转换E另一方面由于正六边形点阵结构的数字图像

是不可分离信号;这给图像处理造成许多的不便E为此提出了一种基于可分离滤波器阵列的图像分解方法;降低了

计算复杂度;得到类似矩形图像小波变换所得的多尺度分解结构;并给出重构图像的实验结果E
关键词 正六边形点阵结构 矩形点阵结构 可分离滤波器阵列 多分辨率分解
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3 引 言

在图像采样过程中有许多周期采样方式;而最
常见的采样网格是矩形点阵结构E矩形点阵结构的
两大优点是简单和可分离性即可以将一维信号处理

技术直接推广到二维图像信号处理过程中@图像的
行和列可以作为一维信号分别处理;降低图像处理

的计算复杂度E但是这种采样方式并不一定能精确
刻画图像的内部结构和人眼视觉系统的特征E
生物医学的研究4?5表明在人眼视觉神经系统中

的杆状视觉神经细胞和锥状视觉神经细胞在视网膜

上的排列是成正六边形结构;而不是矩形点阵结构E
而当图像信号的频带处于一个圆形区域之内时;正
六边形点阵结构是最有效的采样网格E在这种情况
下;文献4#5
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度比矩形点阵结构的最小采样密度要少 !"#$%&与
矩形点阵结构相比’正六边形点阵结构有其他一些
优点’如各个像素点之间的连通性比矩形点阵结构
要好’在正六边形点阵结构中有 !(个对称轴’而矩
形点阵结构中只有 $个方向的对称性’如果是方形
点阵结构则有 )个对称轴&
对于矩形点阵结构的数字图像’其采样矩阵是

对角矩阵&许多一维信号处理算法可以直接对图像
的行和列分别进行处理&然而正六边形点阵结构的
数字图像是不可分离信号’有 "个主要方向’所以不
能简单地将一维信号处理算法直接推广到正六边形

点阵结构的数字图像上&
由于目前所有的图像输入输出设备只支持矩形

点阵结构的数字图像’因此针对正六边形点阵结构
数字图像的特点’首先论述了二维信号空间采样的
基本特点和性质’给出了正六边形点阵结构的采样
矩阵*也就是广义的采样间隔+’并讨论矩形点阵结
构数字图像和正六边形点阵结构数字图像之间的转

换,其次针对正六边形点阵结构数字图像是不可分

离的二维信号’提出了一种新的广义可分离概念’和
由一维原型滤波器来设计多维不可分离滤波器的理

念,运用上述方法’针对基于正六边形点阵结构数字
图像有 "个主要方向’设计了 $个可分离的二维滤
波器’分别作用于正六边形点阵结构数字图像上’得
到类似矩形点阵结构数字图像的多尺度分解结果和

重构图像&

- 正六边形采样点阵结构

假设二维连续图像信号傅里叶变换的结果如图

!*.+中阴影部分所示’即信号的频带处于频域中一
个半径为/ 的圆形区域内&这幅连续带限图像经过
一个矩形点阵采样网格后信号的频谱如图 !*0+所
示’水平方向的采样间隔为 1!’垂直方向的采样间
隔为 1(&这里的采样间隔满足 2345678采样定理’

即 1!9 (:(/’1(9
(:
(/’
因为图像在水平方向和垂直

方向的最大截止频率为 /&

*.+原连续信号的频谱 *0+采样后信号的频谱

图 ! 连续带限信号经过矩形点阵采样网格后的频谱

采样后信号的频谱在频域空间的排列方式由采

样矩阵决定’而矩形网格的采样矩阵为对角矩阵
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从图 !*.+中可以看出圆外接的正六边形所占的空
间面积比圆外接的正方形所占的空间面积要小’而
上述连续图像信号经过一个满足 2345678采样定理
的正六边形点阵采样网格后信号的频谱如图 (*.+
所示’可以看到采样后信号的频谱在频域空间的排

*.+采样后信号的频谱 *0+空间采样 (个方向矢量

图 ( 连续信号经过正六边形采样网格后的频谱及
空间采样方向矢量示意图
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列方式比经过矩形点阵采样网格的信号频谱在频域

上排列方式要紧密得多!这时空间采样间隔由 "个
方向矢量 #$%#"决定&如图 "’()所示!这时采样矩阵

*由 "个方向矢量 #$%#"组成

*+ #$ #, -" +
.$ .$
." / ., -" ’")

图 "中由于采样网格的点阵成正六边形&所以

存在关系." 0+ 1.$!由于连续信号的频谱处于一
个半径为 2 的圆形区域内&为了满足 3456789采样

定理&即 .": ;2&
正六边形点阵的采样矩阵为
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采样密度为采样矩阵行列式的倒数&所以比较
式’$)%’1)就可以证明采用正六边形点阵结构的最
小采样密度比矩形点阵结构的最小采样密度要降低

$1@AB!
文献,"-中指出&任意一种二维采样网格&其采

样矩阵并不是唯一的!这里采用的正六边形点阵结
构的采样矩阵&其一般形式如下C

*+D
EF8G 87HG, -/87HG EF8G

$ I, -I J$

$ / $"K

I 01

<

=

>

?"

’A)

其中&D是任意的尺度参数&与采样密度有关LG是空
间旋转角度&K+J$!K+$时&"个采样方向之间成
钝角L而 K+/$时&"个采样方向之间成锐角!

因为目前图像的输入M输出设备只支持矩形点
阵结构的数字图像&为了研究方便&通过对一幅标准
数字图像进行重采样得到所需的正六边形点阵结构

的数字图像&而不改变原有图像的采样密度!根据
式’A)&得到正六边形点阵结构的采样密度为

N’*)+ $
OP9* +

"
D" 01

’Q)

为了使正六边形点阵结构的采样密度与矩形点阵结

构的采样密度保持一致&而只是像素点的空间排列

方式发生变化&式’Q)中 D必须等于’ "
01

)
$
"&这样

正六边形点阵结构的采样密度 N’*)等于 $&也就是
说变换前后的采样密度保持不变&而只是像素点的
空间排列方式发生变化&这样的采样网格被称为归
一化网格!标准数字图像 RPHS经过正六边形点阵
网格重新采样后的结果如图 1所示!RPHS帽子边缘
的局部放大区域如图 A所示&从图 A中可以看出像
素点的空间排列方式呈正六边形&每个像素都有 T
个离它距离一样的相邻像素点!当数字图像在 "种
采样网格之间转化时会出现图像边缘信息丢失的现

象&这一点在重构图像中会较明显看出!
一幅矩形点阵结构的图像可以用二维数组来存

储&但怎样有效存储如图 1所示的正六边形点阵结
构的数字图像并不是一个简单的问题!文献,1-中提
出了一些基于行的存储策略!
文献,1-中提出的基于行的移位存储策略&如图

Q所示!将白色像素点移到该行相应的位置上&从而
形成一个平行四边形的区域!考虑一个 U$VU$阵

列&假设’W$&W")是基于行存储阵列中像素点的索引&
’X$&X")是矩形图像二维空间的索引&这 "个坐标系

图 1 正六边形点阵结构的数字图像 RPHS
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图 ! 正六边形点阵结构数字图像 "#$%局部放大图

图 & 基于行移位的存储策略

之间的转化由下式表示’
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其中<.*)和 .*:)分别表示 /个采样方向是成
钝角或锐角=变量 0表示图像中第 /行的空间移位
方向<0*)<表示向右移位<而 0*:)<表示向左移
位>这种存储方式的优点是可以将一维滤波过程直
接作用于正六边形点阵结构的图像上>可以将图 &
中所示的平行四边形区域看成是矩形点阵结构图像

另一种特殊的区域表示方式>

? 广义可分离滤波器

由于设计不可分离滤波器阵列比设计可分离滤

波器阵列要复杂很多<一些学者提出首先设计一个
一维原型滤波器<然后通过特殊调制方式得到不可

分离的滤波器或滤波器阵列>文献@!A中提出的方法
和文献@&AB@;AB@CA中提出的方法<其不同之处在
于’一个具有任意平行六面体带通区域的多维滤波
器的设计可以由一个一维原型滤波器开始<然后通
过一个简单的调制变换得到>因此设计多维滤波器
的计算复杂度与滤波器的维数呈线性关系<同时有
关滤波器的一些重要性质<如 DEFGHIJ限制条件B零
相位B稳定条件等通过这种设计方法就可以简单实
现<具体证明请参见文献@!A>一个通带区域为任意
平行四边形的多维滤波器具体设计如下’

+)5给定一个采样矩阵 K<首先设计截止频率
为 LMNO#JKN的一维低通原型滤波器 .@(A=

+/5定义一个多维可分离滤波器 P0@QA<它的冲
激响应为 PI@QA*.@(RA.@()AS.@(T:)A<其中 T为
滤波器的维数>

+U5P@QA*VRPI@KWQA<其中<KW*NO#JKNXK:)<
VR是一个尺度参数>得到的滤波器 P@QA是一个低通
滤波器<带通范围为’Y*LK:Z[<[\@:) )5T>
文献@UA中提出了一个广义可分离概念<即一个

多维滤波器的冲激响应为

P]I@QA*
_̂
,I@_A‘@Qab_A +C5

其中<,I@QA*.)@()A./@(/A<S<.c@(cA<‘@A是多维
信号空间的 dHe%f函数<方向矢量 g)<g/<S<gh组成
一个方向矩阵 b*@g) g/ S ghA<方向矩阵 b的
维数为 Tic<c是 ,I@QA中可分离一维滤波器的个
数=所有索引组成矢量 _*@j) j/ S jcAZ>通过
这种方法设计的滤波器具有广义可分离性<因为 ,I
@QA是由一些可分离的一维滤波器 .k@(A+lmkmc5
乘积得到>
该滤波器的频域响应+即傅里叶变换5为

n]I+Y5*
Q̂ _̂

,I@ A@_A‘@Qab_A#:oY
ZQ +p5

*
_̂
qI@_A#

:oYZb_ +r5

*s)+gZ)Y5s/+gZ/Y5Ssc+gZcY5 +)R5
其中<sk+Y5是一维原型滤波器 .k@(A的频域响应>
当一个一维滤波器 .@(A分别作用于正六边形

点阵数字图像的 U个主要方向+如图 ;所示5<该系
统的频域响应为

nI+Y5*s+g)Y5s+g/Y5s+gUY5
*s+t)5s+t/5s+t)- t/5 +))5

其中<方向矩阵为b*
) R )@ AR ) )

>其中s+Y5是滤波
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图 ! 正六边形点阵结构图像中的 "个主要方向

器 #$%&的频域响应’
如果每个一维滤波器 #($%(&具有零相位)即

#($%(&*#+($,%(&)则可分离滤波器也具有零相位特
性)即 -.$/&*-+.$,/&)同理多维滤波器 01.$/&也具
有零相位特征’
如果每个一维滤波器 #($%(&具有 23456.7性

质)即对所有 %(89)#($:;<7=:%(&*9)这里:;<7=:
为 一 维 情 况 下 的 采 样 间 隔)则 对 所 有

/89)-.$:;<7=:/&*9)这里 =为多维采样矩阵)所
以可分离滤波器 -.$/&也具有 23456.7性质’从式

>?@可以简单推出 01.$=/&也满足 23456.7性质’
在实验中根据式>A@采样矩阵)首先设计一个一维

低通滤波器B>%@满足上述条件)然后通过调制低通滤
波器)得到相应的高通滤波器0>%@*>,C@%B>%@’将
这种传统两通道线性相位完全重构滤波器阵列分别作

用于正六边形的图像"个方向)得到一个低频子带和"
个不同方向的高频子带’

D 正六边形点阵结构数字图像的多尺
度分解

图像多尺度分解是图像处理技术中一种重要手

段’常用的正交变换EE正交镜像滤波器阵列由

FGH6.6<G等人提出$I&’高通滤波器由低通滤波器调制
得到)这种滤波器阵列具有完全重构的性质’JHH;.
和 2<6K首次将可分离滤波器阵列用于图像压缩
中$L&’在矩形点阵结构的数字图像中)分析滤波器可
以分别对图像的行和列分别进行滤波)输入图像的
频谱被分割成低通频谱部分M水平方向高频成份M垂
直方向高频成份和对角线高频成份’
由于正六边形点阵结构的图像有 "个方向)且

这 "个方向之间存在相关性’图像的频谱可一次被
分割成如图 ?所示的 A个频带)即一个低通频带M"
个具有不同方向的高通频带’低通频带还可以进一

步被分割成一个低通频带和 "个高通频带)形成一
个类似树形结构多尺度表示方式’

图 ? 正六边形点阵结构的图像频谱一级分割结果

假设图像的频谱处于一个正六边形外接的圆形

区域内)因为正六边形点阵结构的数字图像可以用平
行四边形的区域来存储>见图 N@)是广义可分离信号
的一种特殊方式)所以可以考虑用完全重构的两通道
可分离滤波器阵列作用于该图像平行四边形区域’

图 I 可分离滤波器阵列对正六边形点阵结构数字图像

O<PQ进行多尺度分解的结果

虽然正六边形点阵结构的图像中有 "个主要方
向)但它们之间存在相关性’当低通滤波器同时作用于

"个方向时)可以得到如图 ?所示的低频成份R而当低
通滤波器作用于其中一个方向)而高通滤波器作用于
另外 S个方向时)得到图 ?所示 "个具有不同方向的
高频成份’如果对中间低频成份进一步分解)则可以得
到类似矩形点阵数字图像小波变换的多尺度分解结

果’如果直接采用正六边形的点阵结构)显示会有一定
的困难)所以采用基于行的存储方式)来显示正六边形
点阵结构数字图像 "级多尺度分解的结果)如图 I所
示’而第C级分解所得的A个频带如图L所示’

!S? 中国图象图形学报 第 L卷

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       



!"#低频通带 !$#%&’高频通带

!(#%&)高频通带 !*#%&+高频通带

图 , 一级分解得到的 -个频带

图 ’. 重构的矩形点阵结构图像

最后通过上述两通道可分离滤波器阵列中的综

合滤波器作用于图 /所示的多尺度分解结果0再转
换到矩形点阵结构0得到重构图像0如图 ’.所示1可

以看到由于图像在 )种采样网格之间的转换会出现
图像边缘信息丢失的现象0其实这一点在图 +中也
可以看出0图像的一些边缘信息已丢失0因此完全重
构原始图像是不可能的0重构图像的尺寸会比原始
尺寸小1

2 结 论

由于基于正六边形点阵结构的数字图像比一般

矩 形 点 阵 结 构 的 数 字 图 像 的 采 样 率 要 节 省

’+3-45)60因此本文讨论矩形点阵结构的数字图像
和正六边形点阵结构的数字图像之间的转换关系1
另一方面由于正六边形点阵结构的数字图像是不可

分离信号0这给图像处理造成许多的不便1因此采用
文献576中提出的基于行移位的存储方式来存储正
六边形点阵结构的数字图像0这种存储格式可以看

7)7第 8期 陆系群等9有关正六边形点阵结构数字图像的研究
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成是矩形点阵结构数字图像的一种特殊表现形式!
这种存储方式可以简化图像处理过程"用可分离的
滤波器阵列可以得到类似于矩形点阵图像小波变换

的多尺度分解结果!
本文只是对正六边形点阵结构的数字图像做了

一个粗浅的研究"还有许多问题有待深入研究"如针
对正六边形点阵结构数字图像的特点"设计完全重
构的不可分离的滤波器或滤波器阵列#利用正六边
形点阵结构数字图像的优点来改进现有图像的压缩

技术等!当然这些研究是否能有实际应用还有待于
图像输入输出硬件设备的改进和提高!

致 谢 本论文中的主要内容是作者在美国佐

治亚理工学院信号与图像研究中心做访问学者的研

究成果!在此对在研究过程提供有益指导和相关资
料的 $%&’()博士和 *+&,+&+(-教授表示感谢!

参 考 文 献

. /-0+12/345+"6&(7)()’87,7%)9*:3;+<=%&>?@A7+)B7C7A

DE+&7A()6%%>,".FGG3

H 2-’I+%)24"*+&,+&+(-J*3*-1B7’7E+),7%)(127I7B(1@7I)(1

K&%A+,,7)I9*:34)I1+<%%’L17CC,?K&+)B7A+/(11";+<$+&,+5"

M@D".FGN3

O J%,+)BP(1$3Q71B+&,()’Q71B+&6()>,C%&/+R(I%)(1@(ES1+’

@7I)(1,92:3M@D?T+%&I7(U),B7B-B+%CV+AP)%1%I5"HWW.3

N LP+)V"8(7’5()(BP()KK3*-1B7’7E+),7%)(1E-1B7&(B+C71B+&,

()’C71B+&0()>,’+&7X+’C&%E%)+Y’7E+),7%)(1C71B+&,9$:3U444

V&(),(AB7%),%)@7I)(1K&%A+,,7)I".FFO"Z[\]̂?._NF‘._a]3

] 6(E0+&I+&J/"@E7BP* $V3DC71B+&0()>C%&BP+’7&+AB7%)(1

’+A%ES%,7B7%) %C7E(I+,? BP+%&5 ()’ ’+,7I) 9$:3 U444

V&(),(AB7%),%)@7I)(1K&%A+,,7)I".FFH"Zb\N̂?GGH‘GFO3

a @P(PUD"c(1>+&DDL3VP+%&5()’’+,7I)%CE-1B7’7E+),7%)(1

d*Q,-0Y0()’C71B+&,C&%E .Y2 C71B+&,()’S%15)%E7(1,-,7)I

B&(),C%&E,9$:3U44K&%A++’7)I,%)L%EE-)7A(B7%),"@S++AP

()’87,7%)".FFO"[Zb\.̂?a_‘_.33

_ @P(S7&%$*3D’(SB7X+*AL1+11()B&(),C%&E(B7%),C%&e-7)A-)R

C71B+&0()>,9$:3U444V&(),(AB7%),%)@7I)(1K&%A+,,7)I".FFO"
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于华南理工大学无线电研究所毕业"获工

学博士学位!主要研究方向是图像子带编

码和滤波器阵列设计等!目前正从事图像

信号处理l数字艺术技术l多媒体信息安全

传输等研究和开发工作!

陈 纯 .F]]年生"教授"博士生导

师!.FFW年获浙江大学计算机应用专业博

士学位!长期从事计算机图形图像处理l协

同设计和移动数据库等领域的教学和科研

工作!近年来"承担了国家自然科学基金l
国家和省部委攻关等科研项目 HW余项"发

表学术论文 .WW多篇!
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