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基于标记点丢失的多幅自标定图像的

! 维重建和相机姿态恢复

张维中 张丽艳 王小平 周" 玲 周儒荣
（南京航空航天大学 DEF G DEH工程研究中心，南京" $!%%!&）

摘" 要" 为了对标记点丢失的多幅自标定图像进行精确重建，提出了一种基于标记点丢失的多幅自标定图像的 B
维重建和相机姿态恢复的方法。该方法与原来方法的不同之处在于，该方法是利用标记点（编码点和非编码点）的

方式，即用编码点进行单 DDF相机的自标定和姿态恢复，而用非编码点进行 B 维点的 B 维重建。该方法有以下 B
个主要特点：（!）由于该方法采用了标记点的自动识别匹配，所以避免了手工交互选择图像点对（ 5(7+N
8(**295(+32+829）费工费时的问题；（$）由于标记点匹配精确，提高了 B 维点的重建精度，故符合工程要求；（B）由于
噪音对标记点的像点影响较小，因此该方法比以前的方法具有更好的鲁棒性。实验结果表明，利用该方法产生的 B
维重建点精确可靠，能够满足逆向工程等应用的要求。

关键词" 基于运动的 B 维重建" 标记点" 相机自标定" 数据丢失
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AB 引B 言

如今人们面临着如何用一个单 DDF（ 86,*12
8()5-23 32]782）摄相机，以自由拍摄方式通过获得多

角度场景的多幅图像来恢复场景中物体形状的问

题。这就是众所周知的基于运动的 B 维重建
（9N*)8N)*2 .*(0 0(N7(+ 5*([-20，=^H）问题。但在这
种情况下，既未进行相机标定，也未知场景图形。目

前，这方面问题的研究热点是!虚拟现实、视频会议
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及医学方面的 " 维造型［#］；!工业中的逆向工程，即
根据实物测量来重建实物的数字化模型；"产品质
量检测及机器人技术在航空航天和军事领域的

应用。

#!!$ 年，’()*+, 和 -*.*/0 提出了一种算法［$］，
即通过计算多幅图像来实现场景的 " 维重建，并获
得相机的内、外部参数，但该方法必须利用所有图像

上的所有点。该算法是利用测量矩阵分解来实现 "
维重建，而且是在正交投影相机模型基础上实现的。

后来又被 1(02)*)*. 等扩展到弱透视和准透视投
影。3456)和 ’6,77+又将这种方法扩展到仿射投影
和透视投影［"］。809/0.用不同于前面的方法［:］，即
利用子空间法来代替多线性约束方法。然而，该方

法不可避免地，当相机视点发生改变时，由于有些点

被隐藏（(;;25+,(.+）起来，即某些点在某些图像上是
不可见的，因此，某个点仅在某几幅图像上是可

见的。

<(4=06和 >*62++(.提出了一种算法［?］较好地解
决了上述问题。该算法是通过增加一个简单的假

定，即一个平面上的 : 个点在所有的图像上都可见。
这样 " 维重建和相机恢复问题就可以被表达为矩阵
零空间问题而得以解决。由于参考平面的存在，致

使图像点、场景中的 " 维点和相机中心三者间的投
影关系由原来的 " 维点与相机位置的双线性关系变
为线性关系。当在所有图像中不是所有点都可见的

情况下，这种线性关系就能同时恢复 " 维点和相机
的位置。

8*64209提出了一种基于纯旋转相机光轴的办
法［@］用来解决相机的自标定问题；文献［?］解决了
不是所有点在所有图像上都可见的情况下，恢复空

间 " 维点和相机位置问题。
本文提出了一种基于文献［@］和文献［?］的新

方法，它是采用编码点和非编码点等标记点方式，即

用编码点进行单 >>A 摄相机的自标定及确定单
>>A摄相机的外部姿态参数，而用非编码点确定空
间 " 维点的 " 维坐标，从而实现了在不是所有的标
记点在所有图像上都可见的情况下，恢复 " 维空间
点和相机位置。由于采用了标记点方式，故本方法

有以下 " 个主要特点：（#）克服了以往手工交互选
择图像点对（B(,.4 ;(660+B(./0.;0+）的缺陷；（$）提
高 " 维点重建的精度，符合工程要求；（"）降低了噪
音的影响和提搞了算法的鲁棒性。

!" 预备知识

!# $" 相机模型
本文假定相机模型为经典的针孔模型。在该模

型下，相机按透视射影变换将空间点 ! C（ !，"，#，
#）’，投影到像点 " C（$，%，#）’，使得写成如下形式：

" D #! （#）
“ D”表示相差一个常数因子下的相等。投影矩阵
#可进一步分解成

# C $［% E F %&］（$ &
’ ! $G

G "’ %G








G G #

）

这里 %，&分别是世界坐标系到相机坐标系的旋转矩
阵和平移向量，分别代表相机的方位和位置，被称为

相机外参数；$是一个上三角矩阵，由于将相机坐标
系变换到图像坐标系所需的只与相机自身有关的参

数矩阵，因此可称之为相机内参数矩阵，亦称为相机

标定矩阵；［% E F %&］代表一个刚体运动（旋转和平
移）；（$G，%G）为主点坐标（B6,.;,B*2 B(,.4）；’为有效
焦距（ 0HH0;4,I0 H(;*2 20.74=）；" 为纵横比（ *+B0;4
6*4,(）；!为倾斜因子（ +J0K H*;4(6）。相机自标定的
目的就是要求解矩阵 $。
!# !" 标记点
在场景中额外布置一些标记点，这些标记点分

为编码点（ ;(/0/ B(,.4）和非编码点（ .(.L;(/0/
B(,.4）。如图 $（*）和图 "（*）所示，带有图案的大方
块是编码点；带有白点的黑圆圈是非编码点。编码

点经相机成像后为椭圆。根据图像特征提取算法，

首先提取椭圆中心的图像坐标；然后根据编码点的

特征识别其编号。

最后利用编码点的编号就可以方便地建立多幅

图像中编码点间的对应匹配关系；另外，根据图像特

征提取算法，也可以方便地建立多幅图像中非编码

点间的对应匹配关系。

%" 单 &&’相机的自标定

在精确地恢复出物体的位置、形状等 " 维信息
之前，通常需要对相机进行标定，而对于多幅序列图

像常采用自标定方式，即确定相机的内参数 $。本
文采用编码点的方式及绕相机光轴旋转拍摄的 : 幅
图像（每幅图像是前一幅相对后一幅绕单 >>A相机
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自身光轴旋转 &’(得到的）来进行相机的自标定。
!" #$ 确定变换矩阵
根据 )*+,-./的标定方法［0］，标定矩阵满足如下方

程：（!!1）（" 2!
! ）

1 3"!（!!
1），其中 "! 为射影变换矩

阵。由此可见，若要求标定矩阵 !，则必须先求出"!。

根据文献［4］，一对图像点对 #，$# 满足如下关
系：# 5"$#，"为 6 7 6 非奇异射影变换矩阵，也称为
单应矩阵。一般确定一个射影变换矩阵，只需 $ 个
图像点对。在本文的方法中，在每幅图像中，至少有

8 个编码点可见，即两幅图像中至少有 8 对编码点
匹配。这样就可以利用其冗余信息来提高算法的鲁

棒性。由于多于 $ 个点对，因此可通过解过约束方
程组来求出最小二乘意义下的最优解。通过如下方

程即可求解各个像点对的射影变换矩阵 "!
［0］。

%1
6#!

"#! $ %1
!#!

%1
6#!

"%! $ %1
"#!

（"）

其中，#! 3（#!，%!，!）
1，$#! 3（ "#!，"%!，!）

1·%1
!，%

1
"，%

1
6 表

示射影变换矩阵 "的各行向量。
!" %$ 标定矩阵的确定
假定已经拍摄了 !（! 3!，⋯，&）幅图像，每幅图像

上有 ’（’ 3!，⋯，(）个点，则标定矩阵满足如下方程：
（!!1）（" )!

! ）
1 $ "!（!!

1） （6）
该方程可以用于求矩阵 !!1 的未知量。!!1 可以

表示为

& 3 !!1 3
* + ,
+ - .









, . /

（$）

由于 &中含有 0个独立未知量，因此式（6）可以产生
&个线性方程。显然在已知单个变换矩阵 "! 的情况

下，用等式（6）的 & 个方程来解 &是不够的，然而，若
两个或更多的 "! 已知的话，则可以利用过约束方程

组来求最小二乘意义下 &的解。这样为了提供两个
独立的变换矩阵，就需要 6 幅图像。一旦 & 3 !!1 求

出，就可以用 9:;-.<=/分解法求出上三角矩阵 !。
根据以上讨论，结合本文的方法，本文提出的算

法如下：

（!）从单 99>中心位置记录 $ 幅标定图像，而
且每幅图像都是前一幅相对后一幅绕单 99> 自身
光轴旋转 &’(得到的；
（"）根据编码点的自动识别、匹配算法（这里不
进行讨论），图像间至少建立 8 对对应点（ ?;@A,
B;++.<?;AC.AB.<）；

（6）对于每幅图像 ’!（ ! 3 "，6，$），计算第 ! 幅与
第 !幅的匹配的射影变换矩阵 "!；

（$）根据 "!（令 & 3 !!1），求解一个上三角阵。

若 &求出，则利用 9:;-.<=/分解法即可确定 !。
由于编码点的自动识别和匹配非常准确，故本

文算法受噪音的影响较小，一般会解出 &，进而可求
解出 !。

&$ ! 维重建和相机姿态恢复

&" #$ 射影重建和相机位置恢复
通常，对一个带有齐次坐标的图像点 # 的透视

投影可以表达为

# 5 "（’ D 2 $(）) 5 "（ $) 2 $(） （8）
% % )，$)分别是 6 维点的齐次和非齐次扩展的笛
卡儿坐标，$(是相机中心扩展的笛卡儿坐标，"为单
应矩阵（如图 ! 所示）。

（*）一般配置 （E）参考面配置

图 !% 射影 6 维基点 *!，⋯，*8 和图像基点 +!，⋯，+$

F@GH !% I+;J.B,@K. 6> E*<@< ?;@A,< *!，⋯，*8 *AC
@L*G. E*<@< ?;@A,< +!，⋯，+$

若用 *!，*"，*6，*$，*8 8 点作为基，则任何 6 维
点 ) 和相机中心 ( 可用射影坐标（下角 B 代表
B.A,.+）表达为

) 0 16*! 2 36*" 2 46*6 2 56*$

( 0 1B6*! 2 3B6*" 2 4B6*6 2 5B6*$

（0）

% % 同样地，任何图像点坐标也可用作为基的 $ 个
图像点来表示：

# 0 #6+! 2 %6+" 2 66+6 （4）
% % 通过选择正则化 6*和6+，以便于基点 *8 和像基

点 +$ 分别有射影坐标（!，!，!，!）
1 和（!，!，!）1。对

于一般情况和 $ 个共面点在参考面上的情况，其映
射关系是
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!(（"，#，$，%）)8（&，’，(）)

%，(分别 " 维空间点齐次坐标和 $ 维平面点齐次
坐标的权因子（下同）。

*) #) #’ 一般点配置
这种情况在文献［%］中应用过。如图 #（ +）所

示，" 维基点 !#，!$，!"，!* 的投影是 "#，"$，""，"*。

由此可将射影坐标系下的 " 维点、相机中心和像点
坐标写成如下两个约束方程：

( "
",

* + $
$,

,（+ * (）%%,
- -

( #
#,

* . $
$,

,（. * (）%%,
- -
（%）

’ ’ 上述方程反映了 " 维点齐次射影坐标（"，#，$，
%）) 与相机中心坐标的倒数（" . #

, ，#
. #
, ，$

. #
, ，%

. #
, ）

’

是双线性关系。

*) #) $’ * 个点在一参考面上［!］

* 个点在一参考面上情况，/01203 和 456789 讨
论过。若 * 个点 !#，!$，!"，!*（本文算法，是用同一

个平面上的 * 个编码点表示，如图 $（+）和图 "（+）
所示）在一个参考面上，并在所有图像上都可见，那

么它们的图像可用作图像的坐标基（如图 #（:）所
示），此时式（%）变为

+ $
% *

$,

%( )
,

* . "
% *

",

%( )
,

- -

. $
% *

$,

%( )
,

* ( #
% *

#,

%( )
,

- -

+ #
% *

#,

%( )
,

* . "
% *

",

%( )
,

- -

（!）

（+）一幅显示器图像 （:）显示器标记点（非编码点）的

" 维重建和相机姿态恢复

（,）$; 幅显示器的图像和 && 个

非编码点的可见度矩阵

图 $’ 显示器的实验结果
<=>? $’ )@0 0AB07=9036+C 705DC65 EF 6@0 9E3=6E7

（+）一幅零件模具图像，其 * 个共面编码点

在零件的 * 个角上

（:）标记点（非编码点）的 " 维重建

和相机姿态恢复

（,）$- 幅零件模具图像和 "! 个

非编码点的可见度矩阵

图 "’ 零件模具的实验结果
<=>? "’ )@0 0AB07=9036+C 705DC65 EF 6@0 9EDC2

’ ’ 该方程反映了在射影坐标系里，" 维点的非齐次
坐标（" / % 等）和相机中心的非齐次坐标（", / %,

等）关系变为线性的。若 % G -，则相当于参考面处

于无穷远处，从数学意义上讲，这相当于纯平移一个

已标定的相机［&］。

因此，若通过简单地增加 * 个共面点为一个参
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考面，则通常情况下的从多幅图像中的多个点恢复

& 维点和相机中心的双线性问题就转化成线性问
题，也就是说，变为求解某一矩阵的零空间问题，该

矩阵含有所有可见图像中的像点的齐次坐标。

当参考面上的 ’ 个点在所有图像中都可见的情
况下，这个矩阵可由任意幅图像中的任意数目的点

来构造。对于 ! 幅图像中的 " 个点的线性方程组
可采用如下形式［(］：

!!，! ) ) ⋯ ) ) * !!，! ) ⋯ )

!!，" ) ) ⋯ ) ) ) * !!，" ⋯ )

!!，! ) ) ⋯ ) ) ) ) ⋯ * !!，!

) !"，! ) ⋯ ) ) * !"，! ) ⋯ )

) !"，" ) ⋯ ) ) ) * !"，" ⋯ )

) !"，! ) ⋯ ) ) ) ) ⋯ * !"，!

) ) ) ⋯ ) !"，! * !"，! ) ⋯ )

) ) ) ⋯ ) !"，" ) * !"，" ⋯ )

) ) ) ⋯ ) !!，" ) ) ⋯ * !!，
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- ) （!)）

% % 非齐次射影点的坐标可用 #+ - #
&，$

+ - $
&⋯等表

示，相机中心的坐标用 #+ , -
#,

&,
，$+ , -

$,

&,
等表示。

!’，( )
) *’，( + ,’，(

+ *’，( ) -’，(

,’，( + -’，(









)

（!!）

是一个 & . & 矩阵，其由第 ’ 幅图像中的第 ( 个可见
点的图像坐标所构成。当某些点在图像中不可见

时，如第 ( 个点在第 ’ 幅图像中不可见，则 !’，(在

式（!)）中将被忽略。
对上述矩阵进行奇异值分解（ /0123456 75438

98,:;<:/0=0:1，>?@），即可确定该矩阵的零空间，亦
即确定了 & 维点和相机中心的射影坐标。
!" #$ 欧氏重建
当相机自标定完成后，即求出 " 后，本文就可

先采用文献［!)］的方法来确定旋转矩阵 #，然后进
行 & 维点的欧氏重建。

%$ 算法

本文的算法如下：

（!）根据第 & 节介绍的方法进行单 AA@ 相机

标定，即确定单 AA@相机的内部参数 "；
（"）根据第 ’ 节介绍的方法进行 & 维点和单

AA@摄相机中心的射影重建；
（&）根据文献［!)］的方法确定旋转矩阵 #，然
后进行 & 维点的欧氏重建。
由以上步骤即可实现基于标记点丢失的多幅透

视图像的 & 维重建和相机姿态恢复。

&$ 算法实现与实验结果

本文算法是用 ?A B B 语言并连接 CDE（ 0;528
<6:,8//012 40F656G）图像处理库，在 DA 机上实现的。
本实验用的单 AA@相机（H0I:1 数码相机），其分辨
率为 ’ "($ . " #’#，实验图像是以自由拍摄方式和任
意多角度获得的场景中的 "J 幅显示器图像及 ") 幅
某一零件模具图像。实验时，首先利用自动识别匹

配软件完成了一系列图像对应标记点（编码点和非

编码点）的匹配；然后采用本文方法得到了两个测

试实例的实验结果（如图 "、图 & 所示）。图 "（5）和
图 &（5）分别为它们其中的一幅，图 "（,）的可见度
矩阵表示 (( 个标记点（非编码点）在 "J幅图像中部
分可见情况。若第 (点在第 ’ 幅图像中可见，则用小
黑方块表示。前 ’幅图像用于相机的自标定，其可见
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度矩阵形式一样，说明相机位置、拍摄场景的范围、光

照等均未变化。矩阵的左半部可见点多，说明显示器

的上表面的非编码点在大部分图像中可见；而矩阵的

右部可见点稀疏，说明显示器的前、后及侧面上的非

编码点在有些图像中出现隐藏（())*+,-(.,）现象。
由此可见，采用本文方法，在不是所有标记点

（非编码点）在所有图像上均可见的情况下，也能够

恢复标记点（非编码点）的 " 维重建和相机姿态。
由于标记点的 " 维重建具有较高的精度，因此完全
能够满足逆向工程等应用要求。

本文的方法只能间接地恢复相机姿态位置，而

不能解决摄影盲区的问题。因此，该问题有待于进

一步研究。此外，由于本文的算法为线性的，为此下

一步工作还将研究如何进一步优化的问题。
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