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摘" 要" 梯度是图像处理中常用的重要信息，但目前还缺乏较准确的数学模型来描述图像梯度与图像组成之间的
联系。为此，在分析图像梯度直方图的特点的基础上，提出了一种基于 3+//+ 混合分布的梯度数学模型，随后推
导了基于 BI算法的模型求解方法，最后通过应用实例和结果分析验证了该模型的准确性和有效性。
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<= 引= 言

梯度在物理学中常用于描述温度、压力等物理

量的变化率，在数字图像处理则常用于中描述图像

灰度在空间中的变化状况。由于图像边缘具有不连

续性的重要特征，梯度值大的像素点是边缘的可能

性也较大，故梯度信息在很多图像处理算法如边缘

检测，特征检测等作为算法的关键处理数据。G+**X
算子［!］根据高、低门限修补不连续轮廓的思想，在

梯度场中选择 1! 和 1# 两个梯度阈值将图像分成两

个部分，高阈值除去了大部分噪声，而低阈值的分割

部分则保留了较多信息，两者互补地进行边缘连接

以获得最后结果。但 G+**X算子对整幅图像采用固
定的高、低阈值进行分割，使得算法的自适应能力

差，自动化程度较低。针对于 G+**X 算法中存在的
不足，文献［#］提出了一种自适应的改进算法，利用
图像梯度直方图中像素最值梯度 ;/+[（拥有最多像

素的梯度值）和像素最值梯度方差 @/+[（全部像素

相对于 ;/+[的方差）动态计算梯度分割的高低阈值

1! 和 1#，在一定范围内提高了算法自动化程度。文

献［F］中则利用形态学梯度算子计算图像梯度直方
图后，设置梯度均值与标准差的和为阈值对梯度图

分割。除了以上这些利用统计学知识设置分割阈值
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的研究外，还有一些研究者从其他方向上对梯度阈

值做了研究：如引入模糊划分熵的概念，以最大熵原

理设计了一种分割阈值选取方法［)］；以梯度结合灰

度的方法形成 " 维的散射图，在 " 维范围内选取
阈值［(］。

以上阈值选择方法普遍存在的不足是，它们不

能定量描述所选阈值与图像组成之间的关系，所以

也不能估计所选阈值的正确性和按性能要求定制所

需阈值。对于如何的设定阈值，几乎没有什么方法

可循，在自动设定阈值方面只有一些有限的尝

试［*］。其根本原因是梯度场没有类似于灰度场的

数学模型，故如何确定梯度阈值以及如何衡量阈值

大小与最终结果之间的关系这些问题都不能定量计

算。因此，解决图像梯度阈值问题的根本方法就是

建立其相应的数学模型。本文中借鉴图像灰度场的

数学模型，根据梯度直方图特点，提出图像梯度场是

混合 $%&&%分布的假设，建立了理想图像梯度分布
模型和噪声图像梯度分布模型，并采用 +, 算法进
行求解。

!" 图像梯度分布模型

!# $" 图像梯度场分布模型假设
直方图是图像分割和分析中常用的信息表达

方式，它从整体上反映了图像变化状况。在图像

灰度场模型中，灰度直方图一般具有双峰性和近

似对称性。文献［’］中假设前景灰度和背景灰度符
合高斯分布，其整体符合高斯混合分布并建立了相

应模型，通过对该模型样本值进行参数估计而获得

所需参数，确定灰度阈值将图像分成前景和背景两

个部分。

尽管不同类型图像的灰度直方图形状千差万

别，但梯度直方图却十分相似，都呈现出一种单峰、

不对称的形状，因此常用于灰度直方图选择阈值的

方法如最大熵原则［-］等都不适用于梯度直方图。

$%&&%分布是一种广泛应用于天气气象和建筑材
料中的概率模型，常用来估计区域的降雨和水文中

的洪水［.］。经观察发现：图像梯度直方图形状与

$%&&%分布比较相似，同时考虑到图像一般也是由
边缘和非边缘两部分组成，由此可假设图像中边缘

和非边缘点的梯度都符合 $%&&% 分布而不是灰度
直方图中的高斯分布。

!# !" 图像梯度分布模型
根据以上假设，可采用图像中边缘和非边缘两

部分的加权和组成整体梯度分布（实际测试中发现

梯度平方值更加符合该分布），该模型可描述为

!（"）# $/
"!/%!&%" ’ "/

#（(/）"!//
) $!

"!!%!&%" ’ "!

#（(!）"!!!
（!）

其中，#（(）# )
0

/
*!%! 1 %*2*，( + /，$/ ) $! # !。

以上模型是没有考虑噪声的图像梯度场分布模

型，但实际中有相当一部分被噪音污染过的图像存

在。对于轻度污染图像中所存在的噪声可认为是属

于非边缘的一部分，因此式（!）所示模型在一定噪
音范围内仍是适用的。但对于包含了边缘、非边缘、

强独立噪音多个组成部分的污染图像，式（!）所示
模型就无法准确描述。针对噪音问题，通过修正

式（!）模型而得到含噪声信息的梯度场模型：

!（"）# $/
"!/%!&%" ’ "/

#（(/）"!//
) $!

"!!%!&%" ’ "!

#（(!）"!!!
) $"

"!"%!&%" ’ ""

#（("）"!""
（"）

其中，$/ 3 $! 3 $" 4 !。当 $" 为 / 时，式（"）就退化成
式（!），实际上可认为式（!）是式（"）的特例情况。
!# %" 模型求解策略
虽然大多数图像的梯度直方图比较相似，但其

中所包含的边缘、非边缘、强独立噪音各部分成分比

例、结构各不相同，因此不可能采用固定参数（ $/，
!/，"/，!!，"!）来描述所有梯度场分布，而是需针对
具体图像求解出与自身相符合的函数参数。当分析

一个具体图像梯度场时，可认为所有梯度值都是样

本。需从这些样本中估计式（!）存在的 ( 个未知参
数：$/，!/，"/，!!，"! 以获得对应于该梯度场的模型
函数 !（"）。
统计学中讲述了多种用于参数估计的方法，常

用的有最大似然估计、矩估计等，但这些方法比较适

用于单分布模型的参数估计问题，对于解决类似于

式（!）这样的混合分布问题则无能为力，因此采用
解决混合密度分解问题的经典 +,算法的基本思路
对该模型进行求解。

%" 模型参数估计

!.’’ 年由 51&67819 等人提出了从隐藏样本或
不完整样本中估计参数的 +, 算法［!/］，并成功用于
解决高斯混合分布的参数估计问题［!!，!"］。这些年
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来，&’ 已成为解决混合密度分解问题的经典算法。
由于高斯模型在各方面广泛应用，&’ 算法大多被
用于求解高斯混合模型的参数估计问题，尤其是在

图像分割［"，!(］方面。为了解决以上假设 )*++* 混
合模型的参数估计问题，下面将 &’ 算法推广到
)*++*分布中，并给出相应的求解公式。
!" #$ %&算法简介

&’算法是一个迭代求解过程，从一组初始值
开始不断地重估模型参数。迭代过程大致上可划分

为两步：&步（求隐藏随机变量的分布），’ 步（最大
化目标函数）。在 &步中假设当前估计的模型参数
是准确的，用它计算求得隐藏随机变量的分布。在

’步中又假设当前的概率分布是正确的，重估模型
参数使评价函数最大化。经过反复迭代，算法最终

收敛到最佳估计值。&’ 算法的收敛性已在文
献［!,］中被证明。算法中需最大化的评价函数定
义为

!（!，!（ " - !））. #［ /01 $（%，& %!） %%，!（ " - !）］（(）
其中，!为要求解的参数，对于本文模型，! 是（$2，

"2，#2，"!，#!）。!
（ " - !）为迭代过程中前一次估计值。

新估计值 !（ "）是使目标函数取最大时的变量，即
!（ "）. *31 +*4

!
!（!，!（ "））。

通过 &步和 ’ 步反复迭代计算，每次迭代过程
中都使 /01 $（%，& %!）增加，算法最终将收敛到一个稳
定的 !值。目标函数在离散情况下可简化为［!2，!!］：

!（!，!’）(*
)

* ( !
*
+

" ( !
/01（,*）$（ * %%"，!

’）- % % % %

*
)

* ( !
*
+

" ( !
/01（$*（%" %$*））$（ * %%"，!

’）（,）

式中的 )为组成部分的数量，针对式（!）描述的边
缘和非边缘两个组成部分，) 应当取 $；对于式（$）
描述的强噪音情况，)则应该取 (。为了在式（(）中
方便区分，将式（!）、（$）中的 $ 字母在式（(）中用 ,
代替。而 $* 即是 )*++*分布的两个重要参数 " 和

#。$（ * %%"，!
’）是在当前参数 !’ 下样本 %" 属于 *

子部分的概率。简化后的公式被分成了两个部分：

一个是关于加权系数 ,* 的；另一个关于 )*++* 参
数 "和 #。由于这两个部分不存在什么联系，只需
使其都取最大值，整个评价函数自然也就是最大

化了。

!" ’$ 加权系数估计
对于模型各部分加权系数 $*（也就是式（,）中

的 ,*）的估计，即是在约束条件*
)

* ( !
,* ( ! 下，使

*
)

* ( !
*
+

" ( !
/01（,*）$（ * %%"，!

’）最大化的 ,* 取值问题。

对于该问题，特引入拉格朗日乘数 % 构造辅助函数
.（"!，"$，"(，⋯，")）

( *
)

* ( !
*
+

" ( !
/01（,*）$（ * %%"，!

’）- (% *
)

* ( !
"* / )! （#）

对每个 "* 分别求偏导可得

#.
#"*

( *
+

" ( !

!
,*
$（ * %%"，!

’）- % ( 2 （5）

% % 令所有 "* 之和为 !，可得 % . - +。因此 ,*

(
(

*
+

" ( !
$（ * %%"，! )’ +时，!（!，!’）有最大值。,* 计

算式中不涉及到具体密度函数形式（也就与 "2，#2，
"!，#! 无关），是较独立的求解过程，所以这个过程与
求解混合高斯分布时相同。重要的是参数 " 和 # 取
何值时使式（(）最大化，这也是本文的重点所在。
!" !$ ()**)分布参数估计

将式（!）或式（$）代入式（,）的*
+

" (!
/01（$*（%"

$*））$（ * %%"，!
’）中得到关于 )*++*参数的估计

（" / !）*
+

" ( !
/01%"$（ * %%"，!

’）/*
+

" ( !
%"$（ * %%"，!

’）0 # /

（ /01&（,）- "/01 #）*
+

" ( !
$（ * %%"，!

’） （"）

其中的系数*
+

" ( !
/01%"$（ * %%"，!

’））*
+

" ( !
$（ * %%"，!

’），

*
+

" ( !
%"$（ * %%"，!

’）和*
+

" ( !
$（ * %%"，!

’）都是常数，为了

方便，记

1! (( *
+

" ( !
/01%"$（ * %%"，!

’ )） *
+

" ( !
$（ * %%"，!

’）

1$ (( *
+

" ( !
%"$（ * %%"，!

’ )） *
+

" ( !
$（ * %%"，!

’）

则式（"）可简化为一个关于 "，#的函数

2（"，#）(*
+

" ( !
$（ * %%"，!

’）［1!（" / !）/ % %

1$ 0 # /（ /01&（"）- ,/01#）］ （6）

*
+

" ( !
$（ * %%"，!

’）是常量，不予考虑，只需对中括号内

的部分求最大值。其一阶导数为

#2
#"

(（1! / #（ /01&（"））#（"）/ /01#）（7）

#2
##

( !
#$（1$ / "#） （!2）

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       



第 !" 期 蔡# 岭等：图像梯度场的 $%&&%混合分布模型及其求解 !’()#

令式（!*）为 *，可得 ! + !" " "，将其代入式（,）中得
#（"）$ -./" % #（ -./#（"））#"

$ -./!" % !! （!!）
# # 理论上已经证明 #（"）在（*，0）区间上从0 单调
递减到*，因此式（!!）在（*，0）范围内具有唯一解。该
式是一个关于 "的超越方程，尤其是#（"）的计算量较
大，在实际求解时比较困难，为此只能近似求解。

为了求解式（!!）不得不借鉴 $%&&% 分布的最
大似然估计方法。假设有 & 个样本 ! +（ ’!，’"，
’)，⋯，’&）符合 $%&&% 分布，采用最大似然方法进
行参数估计，可解得与式（!!）相似的表达式

-./" % #（ -./#（"））#" $ (-./ *
&

( $ !
’( )

(
" & %

*
&

( $ !
-./（’( )） & （!"）

# # !,(1 年 23.& 在 4.5-%67 的 $%&&% 公式基础
上，推导出 $%&&%分布的最大似然估计公式［!(］：

)" $（! * ! * 8+ "! )）" 8+ （!)）

!9 ($ *
&

( $ !
’( )" & )" （!8）

式（!)）中的 + $ (-./ *
&

( $ !
’( ) (" & % *

&

( $ !
-./（’( )） &。

但式（!)）给出的解误差较大，23.& 也相应地给出
了误差修订表。:3;6<.6 和 =.>&%6 在 !,?, 年重新
讨论了 23.&的估计公式，分析了其参数估计存在
的偏差问题，并进一步给出了较正系数（! @ )&）@ !。
以上这些方法都不利于计算机求解问题。

A%>-;BB 在 !,1" 给出了由最大似然方法求
$%&&% 分布的经验近似公式［!?］，相对误差小于
*C *** !，A%>-;BB公式为
)" +（*, (** *1’ ? D *, !?8 11( "+ @ *, *(8 8"’ 8+"）" + * E ++-

)" + 1, 1,1 ,!, D ,, *(, ,(*+ D *, ,’’ ()’ )+"

!’, ’,’ "1+ D !!, ,?1 8’’+" D +) # - E ++!’

（!(）
只需令式（!(）中的 +等于式（!!）中的 -./!" @

!!，即 + + -./!" @ !!，就可用式（!(）方便快速地解
出式（!!）。然后令 !9 + !" " )"，解出另一个重要参
数 !9。
一个值得注意的问题是：式（!(）的求解范围是

* 到 !’，当超出这个范围公式就不再有效。其实实
际图像的 + 值都是在［*C (，!］这个范围内变动，一
般不会超出这个范围，因此完全可用式（!(）求
解式（!!）。
综上所述，可得如图 ! 所示的算法流程。

图 !# FG算法流程图
HI/J !# 23; K-.%< L3%5< .K FG %-/.5I<3&

!" 模型验证

为了证明上述模型的正确性和求解算法的有效

性，借鉴物理学上验证模型的方法：先通过假设模型

推导出一些现象，如果这些现象与试验现象一致，则

可认为该模型正确，反之则不正确。具体验证步骤

为：先用前文所提方法对测试图进行计算、分析后建

立梯度分布模型，然后选择有代表性的阈值推测分

割结果图大致情况，最后与实际分割图进行对比以

验证假设模型是否正确。

首先对如图 " 所示无噪声图像进行分析，按
式（!）模型用以上 FG算法求解出的混合分布参数。
结果如图 )所示，将原来图中整体梯度分布（图中整
体曲线所示）化分成 " 部分：非边缘梯度分布和边缘
梯度分布。从图 ) 上可知当像素梯度平方大于 "?
时，边缘可能性大于非边缘可能性，以它为阈值将保

留较多的边缘，但同时也会引入一些非边缘。当像素

梯度平方大于 8* 时，边缘可能性几乎为 !**M，可认
为都是边缘点，以它为阈值将基本能保证所有结果都

是真实边缘点。采用以上两个阈值对图像进行分割

后的结果如图 8、图 ( 所示。从图 8 可看到一些不
是边缘的孤立点存在，整体边缘保存较好，与前面推

测符合。图 ( 上已看不到假边缘存在，但是摄影师
口袋和边角边缘已被丢失，也与前面推测符合。

图 " 中不存在噪音污染，应该适用于式（!）所
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示模型，但是如果用式（&）所示模型对其进行分析，
噪声部分会趋近为 ’。图 ( 所示的采用式（&）所示
模型对图 ! 中图像进行分析的结果，可看到噪音曲
线一直都在 !轴附近，图像基本上还是两部分组成。

图 &% 测试图像
)*+, &% -./ /01/2*3/45 *36+/

图 7% 无噪声式（!）模型求解的梯度分布
)*+, 7% -./ +268*/45 8*952*:;5*<4 9<=>/8 :?

3<8/=（!）5< 4<4@4<*9/ *36+/

图 $% 阈值为 &( 的分割图
)*+, $% -./ 9/+3/45 2/9;=5 ;48/2 5.2/9.<=8 &(

图 #% 阈值为 $’ 的分割图
)*+, #% -./ 9/+3/45 2/9;=5 ;48/2 5.2/9.<=8 $’

图 (% 无噪声式（&）模型求解的梯度分布
)*+, (% -./ +268*/45 8*952*:;5*<4 9<=>/8 :?

3<8/=（&）5< 4<4@4<*9/ *36+/

图 "% 轻噪声测试图像
)*+, "% -./ /01/2*3/45 *36+/ A*5. =*+.5 4<*9/

% % 图 " 为一张轻度噪音图像（用 BC-DCE 的
*34<*9/函数生成，高斯噪音，参数是 ’ 和 ’F ’’#），用
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两部分模型分析可得图 ) 所示结果图。从图中可以
看出：当像素梯度平方大于 "(* 时，该点是边缘的可
能性大于是非边缘的可能性；当像素梯度平方大于

+** 时，基本上只有少量非边缘点存在。采用以上
两个阈值对图像进行分割后的结果如图 ,、图 !* 所
示。从图 , 中可看到较多噪音点，但是真实边缘也
保留较多，摄影师的轮廓较完整，而图 !* 中基本上
没有噪音点存在，但是边缘损失较大，摄影师的轮廓

已有部分损失。在轻噪音情况下用三部分模型分析

的结果如图 !! 所示，其分析结果与图 ) 基本上
相似。

图 !" 是一幅强噪音图像（用 -./0.1 的
2&34256函数生成，高斯噪音、参数是 * 和 *7 *!"），用
两部分模型已不能准确描述图像梯度分布。从结果

图 !8 的三部分模型上可看到 8 个组成部分都占一
#

图 )# 轻噪声式（!）模型求解的梯度分布
92:; )# /<6 :=%>263? >25?=2@A?243 54BC6> @D

&4>6B（!）?4 2&%:6 E2?< B2:<?F34256

图 ,# 阈值为 "(* 的分割图
92:; ,# /<6 56:&63? =65AB? A3>6= ?<=65<4B> "(*

图 !*# 阈值为 8(* 的分割图
92:; !*# /<6 56:&63? =65AB? A3>6= ?<=65<4B> 8(*

图 !!# 轻噪声式（"）模型求解的梯度分布
92:; !!# /<6 :=%>263? >25?=2@A?243 54BC6> @D

&4>6B（"）?4 2&%:6 E2?< B2:<?F34256

图 !"# 强噪声测试图像
92:; !"# /<6 6GH6=2&63? 2&%:6 E2?< <6%CD 34256
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定比例。图 !& 的噪音部分比图 " 的分布要广，但是
均值基本相同，这符合噪音生成时的性质（图 " 与
图 !’ 的噪音均值都为 (，方差分别为 () ((# 和
() (!’），也就表明三部分模型对图像噪音描述较准
确。选取 &(( 为阈值对图像分割可得结果如图 !*
所示，图中有大量噪声点，真实轮廓也较明显。

图 !#是阈值为 *(( 的分割图，只有少量孤立的噪声
点存在，真实轮廓有一定损失。

在以上不同测试图、不同条件下由模型得到的

推论，与实际实验结果进行对比后发现：模型中得出

的推论与实际结果基本符合。由此可证明，本文所

提的 +,--,混合分布模型能在不同环境下较准确
地描述图像梯度场的分布情况，与实际情况比较

吻合。

图 !&% 强噪声式（’）模型求解的梯度分布
./01 !&% 234 05,6/478 6/985/:;8/<7 9<=>46 :?

-<64=（’）8< /-,04 @/83 34,>? 7</94

图 !*% 阈值为 &(( 的分割图
./01 !*% 234 940-478 549;=8 ;7645 835493<=6 &((

图 !#% 阈值为 *#( 的分割图
./01 !#% 234 940-478 549;=8 ;7645 835493<=6 *#(

!" 模型评价

图像灰度分布在数学上看作是随机事件，其中

每个像素的灰度都是一个事件样本，而像素梯度与

领域范围内的灰度密切相关，因此图像梯度分布也

可认为是随机事件。对于研究随机事件，最准确的

莫过于获知其分布模型。本文所提梯度分布模型就

是对梯度场分布研究的一种尝试，希望该模型能准

确地描述图像梯度的分布规律，有助于改进一些图

像处理方法。此新模型主要有以下几点特征：

（!）可定量描述梯度与图像组成之间的关系。
图像中一般包含许多边缘，边缘处的梯度通常比非

边缘处大，也就是梯度大的像素是边缘的可能性较

大，反之亦然。但这两种关系的不明确，造成在边缘

点的判断上出现困难。通常对梯度场的分析仅限于

梯度均值、峰值和偏差等一些常用分析方法，它们只

能从整体上粗略地描述梯度场分布，不能精确说明

梯度与图像内容之间的关系。但图像梯度场的数学

模型却能直观明了地说明不同梯度值与边缘、非边

缘和噪音之间的直接联系，同时也为边缘判断给出

了科学依据。

（’）有利于边缘检测算法的改进。边缘检测一
直都是数字图像处理的热点领域，相关算法种类繁

多，其中有一部分算法与梯度紧密相关。例如：

A,77?算子中用高低阈值对梯度场进行分割预处理
后进行边缘连接；边缘跟踪算法选取梯度高的点作

为起点，再向下一步一步扩展以形成连续边缘。
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)%**+算法中采用固定的高低阈值关系对梯度图像
分割，造成算法在对一部分图像处理过程中出现较

大误差，尤其是对噪声图像误差更为明显。)%**+
算法中若采用本文中的梯度分布模型选取合适的高

低阈值将提高算法自动化程度和准确度，减少计算

量和时间。如果边缘追踪算法从一个错误起点开

始，不论怎样扩展的结果都是假路径，算法的一个重

要结束条件就是再找不到合适起点，所以这类算法

对起点的要求很高［(］，本模型较准确地描述了边缘

与梯度之间的关系，为起点的选择给出了重要依据，

可减少错误路径的出现概率。

（,）该模型可用于自动噪声识别和噪声测量。
图像噪声在图像生成、传输、保存过程中都是不可避

免的，但是图像噪声的大小、强弱等都是人为主观感

觉，很难定量测量和计算。本文模型中考虑到噪音

问题，将其作为图像中一个独立于边缘和非边缘的

组成部分在数学公式中予以体现，提出三部分梯度

模型说明三者关系。从以上不同试验中可看到模型

中噪音部分也基本上反映图像噪音的强度和离散情

况，分析其噪音部分梯度分布可得知图像噪音情况，

为图像去噪滤波提供数据参考。

!" 结" 论

本文根据图像梯度场的分布特点，建立 $%&&%
混合分布的梯度场数学模型，并给出了由 -. 算法
推导出的模型求解计算公式，通过计算所得参数建

立图像梯度分布模型。通过将实验结果图与推导结

果进行比较发现，在多种不同测试噪声条件下由模

型推导的假设与实际情况大致符合，故可认定图像

梯度场的 $%&&% 混合分布是一种符合实际情况的
数学模型。该模型可定量描述梯度与图像组成之间

的关系，还可以广泛应用于图像边缘检测算法的改

进、自动噪声识别和噪声测量等。
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