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基于能量泛函和视觉特性的全变分图像降噪模型

郭从洲
%

! 秦志远
%

! 时文俊
,

%;信息工程大学地理信息空间学院# 郑州&-N(((%' ,;郑州升达经贸管理学院# 郑州&-N%%$%

摘&要! 目的&基于能量泛函的全变分图像复原模型!SP["为偏微分方程在图像处理上的应用开辟了一个新的

研究领域) 针对SP[模型存在的缺陷#很多学者提出了改进的模型和算法#并取得了一定的效果) 基于能量泛函

和视觉特性提出一种全变分图像降噪模型) 方法&首先利用偏微分方程比较原理证明了该模型解的整体存在性#

并利用变分原理给出了该模型的T3=ED*/?9D?89E方程'在数值计算时#选用人工时间演算法和有限差分方法#对数

值近似解的离散形式进行了图像降噪G?@=?U实验'最后利用峰值信噪比和平均结构相似度两个指标进行了降噪

质量评价) 结果&从实验数据上来分析#本文的模型在峰值信噪比上都有 (;N % H:的提高#结构相似度有

(;(N (;# 的改进) 结论&从降噪效果上分析#基于能量泛函和视觉特性的全变分图像降噪模型能够在降噪的同

时#保持良好的边缘和纹理特征#优于其他改进的全变分降噪模型)

关键词! 全变分!!e"'人类视觉特性系统!4e6"'图像降噪'T3=ED*/?9D?89E方程'有限差分'峰值信噪比'平均结构

相似度

MS$2&/.3.)($+$)/ 2(3.#4&+.3().).-/* ,0)%'$()&#+&)3TSG
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,
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>?引?言

图像在获取*处理和传输过程中#其质量可能退

化#典型表现为图像含有噪声*模糊等#再加上处理

方法不完善#使实际得到的图像达不到静态设计指

标) 而在众多的应用领域#需要清晰的*高质量的图

像#在这种情况下#图像降噪技术应运而生) 图像降

噪作为图像处理的一个重要分支#其目的就是通过

对退化图像质量的提升来达到视觉上的改善
$%%

)

传统的图像降噪方法包括 g0E8ED滤波*最小二乘法

滤波
$,%

和"OT滤波
$#%

#其效果不能令人满意) 在噪

声较强时#输出图像中或有明显的+振铃,现象#或

残留明显的噪声) 因此#很多学者在设计图像降噪

模型时#关注的是在抑制噪声的同时能够很好地保

持边缘特征
$-%

)

由于偏微分方程的全变分降噪模型具有各向异

性的特点#可以实现图像的非线性降噪#因此在去除

图像噪声的同时又能很好地保留图像的边缘信

息
$N%

#使得该类型降噪模型在国内外形成了一个研

究热点) 全变分降噪模型的成功之处在于利用了自

然图像内在的正则性
$)*.%

) 它是一种确定性的方

法#通过引入能量泛函#将图像降噪问题转化为一个

泛函求极值的问题#即变分问题
$+%

) 它的主要步

骤为&

%"从实际图像处理问题上出发#建立能量泛函

及其约束条件'

,"通过变分原理#求得欧拉*拉格朗日方程'

#"在初边值条件下求近似解#即求微分方程的

数值解)

@?全变分图像降噪模型

在成像系统为线性平移不变系统的假设下#可

用如下数学模型来描述退化的图像#即

1

(

=C

%

1 @- !%"

式中#1表示理想图像#C表示成像系统的点扩散函

数!"6["#-表示图像的加性噪声) 当 @

6

,时#求解

1的过程就是一个单纯的降噪过程)

通过 1

(

求解 1是一个不适定的数学反问题
$$%

)

求解数学反问题最经典的方法是 !0XM78Y正则化方

法
$%(%

#即

'!

1

1

(

" =08C

1

$

"

!

1

,

@

'

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8
!,"

但是#该模型在去除噪声的同时#模糊了图像的边

缘#效果不好) 为了克服 !0XM78Y正则化模型的弊

端#S3H08*PBMED和 [?@EG0提出了全变分图像复原

模型!简称为 SP[r!e模型"

$%%%

) 他们认为#有噪

声图像的全变分比无噪声图像的全变分大#最小

化全变分可以消除噪声) 因此可以通过有噪声图

像的全变分极小化去除噪声#加入约束项得到能

量泛函

'!

1

1

(

" = 08C

1

&

:e!

"

"

$

"

!

1

@

'

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8
!#"

式中#第 % 项为全变分项#也称正则项'第 , 项为保

真项#也称忠诚项'参数 '对平衡降噪和平滑起到

重要作用#它依赖于噪声水平']̂ !

"

"为有界变差

函数空间) 由于SP[模型采用全变分
$

"

!

1

H<H8

作为+平滑性,测度#从而避免了在降噪的过程中对

图像边缘的模糊) 但是#该模型不符合图像形态学

原则#其稳态解中往往有明显的+阶梯,效应
$#%

)

针对以上问题#很多学者对基本的 SP[r!e复

原模型提出了改进) 文献$%,%结合 gEUED定律#提

出了可以通过最小化

08C

1

$

"

!

1

1

@

'

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8 !-"

取得更好的降噪效果#简记为gSP[r!e模型)

文献$%#%提出了一种非线性与线性的加权变

分降噪模型

08C

1

$

"

.!

!

1

"

!

1

@

'

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8 !N"

该模型在权函数 .!

!

1 "的引导下#在图像的平坦

区域实现较大平滑#在边缘处实现较小平滑#从而更

好地保持了图像的边缘信息和纹理特征)

文献$%-%提出了一种基于变分偏微分方程的

双参数图像降噪模型

08C

1

$

"

!

1

@

'

,

!

1

,

@

#

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8
!)"

利用变分法的极大极小原理#证明了该双参数模

型存在唯一的极小值#与 SP[r!e模型的结果比

较#双参数模型在视觉上及峰值信噪比上都有所

改进)
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B?基于能量泛函和视觉特性的全变分

图像降噪模型

&&图像处理的最终结果要由人眼接受#这就需要

关注人类视觉特性系统!4e6") 就像人们熟知的

+月高星稀,现象#这其实与4e6之一(((对比灵敏

度有关#也就是与人眼分辨亮度差异的能力有关)

gEUED定律
$%,%

表明#人眼视觉系统的响应主要依赖

相对于背景亮度的局部变化#其数学表述为

!

G

G

=>78B@ !."

式中#G为物体的客观亮度#

!

G 为目标与背景亮度

的差值) 只要比值
!

G

G

#

>78B@#人眼就感受到图像的

局部差异) 可见#对于相同的梯度在不同背景亮度

下会有不同的视觉效果)

SP[r!e模型对应的T3=ED*/?9D?89E方程是

H0Y

!

1

!( )
1

>

'

!1 >1

(

" =( !+"

其扩散系数是
%

!

1

#

#在图像边缘处#

!

1 的值较

大#扩散系数较小'在平缓区#

!

1 的值较小#扩散

系数较大#因此#SP[r!e模型能够在保持纹理细节

的同时去除噪声)

受式!)"模型的启发#提出一种基于能量泛函

和视觉特性的全变分图像降噪模型

08C

1

$

"

!

1

1

@

#

!

1

@

'

,

!1 >1

(

"

,

H<H{ }8 !$"

简记为]gSP[r!e模型) 式中第 % 项基于 gEUED

定律#即

!

1

1

>̂78B@'第 , 项借鉴 SP[r!e模型的

平滑项'第 # 项是基于最小二乘的保真项'

'

*

# 为平

衡参数)

BA@?模型分析

利用变分原理
$%,#%N%

#式 !$"模型的 T3=ED*/?*

9D?89E方程是

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

>

'

!1 >1

(

" =( !%("

其梯度下降流是

1

)

=

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

>

'

!1 >1

(

" !%%"

如果该抛物方程的解存在#那么它的解就是式!$"

模型的解
$%N%

)

定理 %&抛物方程

1

)

=

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

>

'

!1 >1

(

"

&&&&&&&&&&!<#8"

& "

# )F(

1!<#8#(" =1

(

!<#8"&!<#8"

& "

# )=(

$

1

$

-

=(&&&&&&&!<#8"

& $













"

!%,"

的解整体存在)

证明&记

G!1"

6

1

)

>

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

=

'

!1 >1

(

"

!%#"

因为 1!<#8"是像素值#所以有界) 故

G!1"

'

1

)

>

#

BH0Y

!

1

!( )
1

!%-"

式中#

#

B̂ G08

%

1

_{ }# 是常数) 对于抛物方程

7

1

)

=

#

BH0Y

!

7

1

!

7

( )
1

>

'

!

7

1 >1

(

" !%N"

它和 SP[r!e模型对应的 T3=ED̀ /?9D?89E方程的

梯度下降流

1

)

=H0Y

!

1

!( )
1

>

'

!1 >1

(

" !%)"

结构上是一致的#所以存在唯一解
$%%%

) 利用比较原

理
$%)%

#原方程式 !%,"的解整体存在)

BAB?数值解法

方程式!%,"属于非线性抛物方程#直接求其解

析解是非常困难的) 很多情况下#都是求其近似数

值解#方法有很多#比如有限差分法*有限元法*有限

体积法
$%.*%+%

) 为了实验编程简单#采用有限差分

法#并利用向前差分格式求解

1

-@%

+#I

=

1

-

+#I

@

!

)

%

1

-

+#I

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

-

+#I

>

'

!1

-

+#I

>1

(

+#I{ }"
!%."

H0Y

!

1

!( )
1

-

+#I

=

1

<<

1

,

8

>,1

<

1

8

1

<8

@1

88

1

,

<

!

1

( )
#

-

+#I

!%+"

BAC?参数估计

由于 H0Y

!

1

!( )
1

为非线性各项异性扩散过程#

扩散系数
%

1

_( )# %

!

1

#

控制着扩散行为&在图像的
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突变区#

!

1 的值比较大#模型的扩散能力弱#可以

保护图像细节和纹理'在图像的平缓区#

!

1 的值

比较小#模型的扩散能力强#增强消除噪声的效果)

在固 定 点 1

(

! +# I" 处# 对 应 的 梯 度 模

!

1

(

!+#I" ^ 1

,

<

!+#I" _1

,

8

!+#I槡 "也是固定的#所以

扩散系数
%

1

_( )# %

!

1

#

的大小就取决于参数 #

)

在图像的突变区#参数 #的值大一些#使得模型的扩

散能力减弱'在图像的平缓区#参数 # 的值大一些#

使得模型的扩散能力减弱) 可见参数 #要满足以下

条件&

%"参数 #的值与梯度的模

!

1 成反比'

,"

##

%

!

1

'

#"当

!

1

8

% 时)

实验中取 #

^

%

% _

!

1

)

因为参数'起到平滑和保真的平衡作用#所以

'的取值很重要) 将改进模型对应的 T3=ED*/?*

9D?89E方程式!%("两端同乘 1 1̀

(

#然后再整个图

像区域"上积分可得

'

=

$

"

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

!1 >1

(

"H<H8

$

"

!1 >1

(

"

,

H<H8

=

%

+

,

-

$

"

%

1

@( )# H0Y

!

1

!( )
1

!1 >1

(

"H<H8!%$"

此处+是噪声的方差) 可见#

'与
%

+

,

成正比)

C?实验对比分析

为了验证改进模型式!."的有效性#利用 c?@*

=?U,(%, 进行计算机仿真实验#共选用了 # 幅灰度图

像作为观测图像) 人工加入的噪声是均值为 (#方

差为 (;((% 的高斯噪声!图 %") 为了不超过2/[条

件限制#时间步长取!

)̂ (;%#迭代次数为 N()

图像复原客观评价标准选用峰值信噪比

!"6]S"和平均结构相似度 !c66Kc") "6]S定

义为

"6]S=%(=9!G

,

?c6T" !,("

c6T=

-

U

+=%

-

5

I=%

!1!+#I" >1

%

!+#I""

,

UA5

!,%"

式中#1

%

!+#I"为待评价图像#1!+#I"为原始清晰图

图 %&原始图像和高斯噪声图像

[09;%&PD0908?=0G?9E?8H L?3BB0?8 870BE0G?9EB

像#G 是图像灰度的取值范围) 从式!."可以看出#

如果"6]S的值大#就意味着降噪效果好)

平均结构相似度!c66Kc"的定义为

c66Kc!1#1

%

" =

%

U

-

U

C=%

66Kc!1

C

#1

%

C

" !,,"

66Kc!1#1

%

" =%!1#1

%

" A

"!1#1

%

"4!1#1

%

" !,#"

式中#%!1#1

%

"*"!1#1

%

"和 4!1#1

%

"分别是亮度比

较函数*对比度比较函数和结构相似度比较函数)

表 % 分别列出了不同降噪模型的 "6]S值和

c66Kc值)

从表 % 中数据分析可以看出#SP[r!e降噪模

型对应的"6]S值明显小于其他两种模型'gSP[r

!e和]gSP[r!e模型的 "6]S值比较接近#但是

从c66Kc的值来看#]gSP[r!e模型更加符合人

眼视觉系统!4e6"#图像的结构相似程度更好) 另

外#随着实验迭代次数的增加#]gSP[r!e模型的

数值解更加稳定) 通过对图 ,(图 - 的对比观察#

]gSP[r!e模型的降噪效果要优于其他两种模型)

单从图像 :D0H9E的降噪效果观察#这说明 ]gSP[r

!e模型在处理信息量更大的图像!如遥感图像"时

也比SP[r!e图像更有优势)
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表 @?C 种降噪模型的峰值信噪比平均结构相似度

M&4#.@?M9.LGJ:&)38GGN8 7&#0.(,'9-..)($+.2(3.#+

降噪模型
"6]S值!迭代 N( 次" c66Kc值!迭代 N( 次"

:D0H9E /E8? 6D> :D0H9E /E8? 6D>

SP[r!e ,);)#. - ,N;$(- N ,N;$(+ % (;)$- - (;)+# + (;.#- %

gSP[r!e ,$;(.. % ,$;+#+ ( ,$;,## ( (;.#- - (;)$, % (;.(, %

]gSP[r!e ,$;$#. N #%;N#) + #(;(%) ) (;.$, N (;$,) # (;.+N -

图 ,&SP[r!e模型降噪图像

[09;,&SP[r!eOE870B0890G?9E<D7>EBB089G7HE=

图 #&gSP[r!e模型降噪图像

[09;#&gSP[r!eOE870B0890G?9E<D7>EBB089G7HE=

图 -&]gSP[r!e模型降噪图像

[09;-&]gSP[r!eOE870B0890G?9E<D7>EBB089G7HE=

D?结?论

在总变分模型的基础上提出了一种改进的降噪

模型#采用简单的差分数值算法进行了对比实验#从

实验结果数据和直接观察来看#均好于传统的降噪

模型) 降噪后的图像边缘细节特征*纹理特征保持

较好) 但是#从遥感图像 :D0H9E放大观察可以看

出## 种降噪模型对弱边界都不同程度的削弱#这也

为以后的研究指出了方向) 本文提出的模型与两个

参数密切相关#除了进行大量的实验外#如何利用数

学的方法确定这些参数的取值是未来关注的重点)

另外#该模型对应偏微分方程的数值解法种类繁多#

选择恰当的离散格式也是有意义的研究工作)
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