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中图法分类号! !"#$%;.,&&文献标识码! '&&文章编号! %(()*+$)%!,(%-"($*%#)+*($

论文引用格式! h?8 //#4?8 1/;KG<D7YEGE8@7C@MEG7H0C0?U=E:uF0ED>3DYEB$I%JI73D8?=7CKG?9E?8H LD?<M0>B#,(%-#%$!$"&%#)+*%#.);$严兰兰#

韩旭里;对可调控:uF0ED曲线的改进$I%J中国图象图形学报#,(%-#%$!$"&%#)+*%#.);%$OPK&%(;%%+#-QR09;,(%-($%-%

收稿日期!,(%-*(%*,,'修回日期!,(%-*(N*(.

基金项目!国家自然科学基金项目!%%,)%((#'%%,.%#.)')($.(($."'江西省教育厅项目!LII%--$#"

第一作者简介!严兰兰!%$+,(&"#女#讲师#,(%# 年于中南大学攻读数学专业博士学位#主要研究方向为计算机辅助几何设计) T*G?0=&

AVM+,%(%%W?=0A38;>7G

对可调控 [e1$.-曲线的改进

严兰兰
%!,

! 韩旭里
,

%;东华理工大学理学院# 南昌&##((%#' ,;中南大学数学与统计学院# 长沙&-%((+#

摘&要! 目的&在用:uF0ED曲线表示复杂形状时#相邻曲线的控制顶点间必须满足一定的光滑性条件) 一般情况

下#对光滑度的要求越高#条件越复杂) 通过改进文献中的+可调控:uF0ED曲线,#以构造具有多种优点的自动光滑

分段组合曲线) 方法&首先给出了两条位置连续的曲线 H

%

连续的一个充分条件#进而证明了+可调控 :uF0ED曲

线,在普通:uF0ED曲线的H

%

光滑拼接条件下可达H

%

!%为曲线中的参数"光滑拼接) 然后对+可调控:uF0ED基,进行

改进得到了一组新的基函数#利用该基函数按照:uF0ED曲线的定义方式构造了一种新曲线) 分析了该曲线的光滑

拼接条件#并根据该条件定义了一种分段组合曲线) 结果&对于新曲线而言#只要前一条曲线的最后一条控制边

与后一条曲线的第 % 条控制边重合#两条曲线便自动光滑连接#并且在连接点处的光滑度可以简单地通过改变参

数的值来自由调整) 由新曲线按照特殊方式构成的分段组合曲线具有类似于 :样条曲线的自动光滑性和局部控

制性) 不同的是#组合曲线的各条曲线段可以由不同数量的控制顶点定义#选择合适的参数#可以使曲线在各个连

接点处达到任何期望的光滑度) 另外#改变一个控制顶点#至多只会影响两条曲线段的形状#改变一条曲线段中的

参数#只会影响当前曲线段的形状#以及至多两个连接点处的光滑度) 结论&本文给出了构造易于拼接的曲线的

通用方法#极大简化了曲线的拼接条件) 此基础上#提出的一种新的分段组合曲线定义方法#无需对控制顶点附加

任何条件#所得曲线自动光滑#且其形状*光滑度可以或整体或局部地进行调整) 本文方法具有一般性#为复杂曲

线的设计创造了条件)

关键词! 曲线设计':uF0ED曲线'光滑拼接'分段组合'连续性

N2"-(7.2.)'(,'9.2(3$,$&4#.[e1$.-%0-7.+

h?8 /?8=?8

%#,

# 4?8 13=0

,

%m;$%%(.($&!"+(-"(# ',4);#+-, L-4)+)1)($&M("#-$%$.8# 5,-"#,-.&##((%## ;#+-,'

,m!"#$$%$&U,)#(2,)+"4,-/ !),)+4)+"4# ;(-)*,%!$1)# 6-+7(*4+)8# ;#,-.4#,&-%((+## ;#+-,
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0@A>78H0@078BJ'M09MED@MEDE\30DEGE8@C7D>78@0830@A3B3?==A>?3BEB>78H0@078B@7UE>7GEG7DE>7G<=EV?8H 08Y7=YEB?=?D*

9ED83GUED7C>78@D7=<708@BJ!M0BB@3HA0G<D7YEB@MEG7H0C0?U=E:uF0ED>3DYE08 @ME=0@ED?@3DE@7?>M0EYEBG77@M >788E>@078

UE@ZEE8 >3DYEB?3@7G?@0>?==A?8H @7>78B@D3>@?<0E>EZ0BE>7G<7B0@E>3DYEZ0@M 83GED73BGED0@BJ8.'9(3gEC0DB@<DEBE8@

?B3CC0>0E8@>78H0@078 7CH

%
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%
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%

>78@0830@A
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@ME<?D?GE@EDJ!ME<0E>EZ0BE>7G<7B0@E>3DYE7C@ME8EZ>3DYE<7BBEBBEB83GED73BHEB0D?U=E<D7<ED@0EB# B3>M ?B9E7GE@D0>

08Y?D0?8>E# BAGGE@DA# ?3@7G?@0>BG77@M8EBB<D7<ED@A# ?8H =7>?=>78@D7=>?<?U0=0@AB0G0=?D@7@M?@7C@ME>=?BB0>?=:*B<=08E

>3DYEJ47ZEYED# @MEG?08 H0CCEDE8>EUE@ZEE8 @ME8EZ=AHEC08EH <0E>EZ0BE>3DYE?8H @MEB@?8H?DH :*B<=08E>3DYE0B@M?@08

@ME8EZ>7G<7B0@E>3DYE# E?>M BE9GE8@>?8 UEHEC08EH UAH0CCEDE8@83GUEDB7C>78@D7=<708@BJ:A>78@D?B@# @ME83GUED7C

BE9GE8@BG3B@UEE\3?=C7D@ME3B3?=:*B<=08E>3DYEJ!M0BH0CCEDE8>E0B@MEG?08 DE?B78 @M?@@ME8EZ<0E>EZ0BE>3DYEM?B?

B@D789ED=7>?=>78@D7=>?<?U0=0@A@M?8 @ME:*B<=08E>3DYEJ[3D@MEDG7DE# ?B30@?U=E<?D?GE@ED>?8 E8?U=E@ME8EZ>7G<7B0@E

>3DYE@7?>M0EYE@MEEV<E>@EH BG77@M8EBB?@E?>M >788E>@078 <708@JK8 ?HH0@078# >M?8908978E>78@D7=<708@>?8 ?=@ED@ME

BM?<E7C@Z7>3DYEBE9GE8@BJgME8 @ME<?D?GE@ED7C78E>3DYEBE9GE8@0B>M?89EH# 78=A@MEBM?<E7C@ME>3DDE8@>3DYE?8H

@MEHE9DEE7CBG77@M8EBB?@@Z7>788E>@078 <708@BZ0==>M?89EJ;()%#0+$()!M0BB@3HA<DEBE8@B@ME9E8ED?=GE@M7H @7>78*

B@D3>@>3DYEBJ!M0BGE@M7H >?8 E?B0=A?>M0EYE?BG77@M >788E>@078JgEC3D@MED<DEBE8@@ME9E8ED?=GE@M7H @7>78B@D3>@>7G*

<7B0@E>3DYEBJ!M0BGE@M7H >?8 ?>M0EYE?BG77@M >788E>@078 ?3@7G?@0>?==AJ

<.* =(-3+& >3DYEHEB098' :uF0ED>3DYE' BG77@M B@0@>M089' <0E>EZ0BE>7GU08?@078' >78@0830@A

>?引?言

在计算机辅助几何设计!2'LO"中#:uF0ED曲线

一直占有重要地位) 近年来#对 :uF0ED曲线进行含

参数的扩展引起了研究者的广泛关注) 许多学者提

出了具备:ED8B@E08基函数的基本性质#但含一个或

者多个参数新的基函数) 例如&齐从谦等人
$%%

通过

将2 %̂!- %̀" _% 次 :ED8B@E08 基函数重新分配给

- _% 个函数#得到了一组含一个参数的多项式基函

数#它包含 - 次 :ED8B@E08 基函数) g?89等人
$,%

在

初始函数的基础上通过积分递推的方式构造了含一

个参数的基函数#对任意次 :ED8B@E08 基函数进行了

扩展) 刘植等人
$#%

通过先将相邻的两个 - _% 次

:ED8B@E08基函数进行线性组合#再将结果与 - 次

:ED8B@E08基函数重新进行线性组合#构造了以 - 次

:ED8B@E08基函数为特例#含多个形状参数的基函数)

4?8等人
$-%

和h?89等人
$N%

都构造了比较特殊的含

-个参数的基函数#都推广了任意次的:ED8B@E08 基)

通过将多项式的次数提升一次#在文献$)%中#吴晓

勤等人给出了两组含一个参数的五次多项式基函

数#它们都包含四次 :ED8B@E08 基函数'在文献$.%

中#吴晓勤给出了含一个参数的 - _% 次多项式基函

数#它以 - 次 :ED8B@E08 基函数为特例'而杭后俊等

人
$+%

则构造了含两个参数的四次多项式基函数#它

以三次 :ED8B@E08 基函数为特例) 通过将多项式的

次数提升两次#h?8 等人
$$*%(%

构造了含一个参数的

多项式基函数#扩展了任意次的 :ED8B@E08 基函数'

姜岳道等人
$%%%

则构造了含两个参数的多项式基函

数#扩展了二次:ED8B@E08基函数) 而k08等人
$%,%

则

在保持多项式次数不变的条件下#引入多个形状参

数#构造了任意次:ED8B@E08基函数的扩展基)

文献$%*%,%中定义的曲线有一个共同特点&它

们在保留:uF0ED曲线基本性质的同时#都可以在不

改变控制顶点的情况下#通过改变形状参数的值来

调整形状) 虽然如此#还是注意到#文献$%%中定义

曲线有别于文献$,*%,%中的曲线) 文献$%*%,%中的

曲线都和:uF0ED曲线一样#具有端点插值*端边相切

性) 除此之外#文献$%%中的曲线还多了一个文献

$,*%,%中的曲线没有的特征&和一阶导矢一样#曲线

在首末端点处的 , 至%阶导矢也都与端边平行#%为

曲线中的参数) 正因为具备这种特征#文献$%%中

提到&如果两条可调控 :uF0ED曲线的控制顶点之间

满足普通:uF0ED曲线的H

%

光滑拼接条件#则它们在

公共连接点处直到 %阶的导矢都共线#这对于拼接

时要求较高阶光滑性的曲线造型十分方便) 但文献
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!"#$%&#'"$&#()*+,-%.

!*$)%

$%%中并未说明为什么可调控 :uF0ED曲线会方便拼

接) 为此#这里从理论上证明了普通 :uF0ED曲线的

H

%

光滑拼接条件恰好是可调控 :uF0ED曲线的 H

%

光

滑拼接条件) 比较发现&对于普通 :uF0ED曲线和大

部分扩展:uF0ED曲线!如文献$,*%,%中的曲线"而

言#拼接时对光滑度的要求越高#条件就越复杂从而

难以实现'但对于可调控:uF0ED曲线而言#只要选择

恰当的参数%#便可以保证它在简单的条件下实现较

高阶的光滑拼接) 因此#这里从理论上解释了可调

控:uF0ED曲线易于拼接的性质)

虽然可调控 :uF0ED曲线的拼接条件比较简单#

但它毕竟是:uF0ED型的曲线#用它来进行复杂曲线

造型时始终都面临着光滑拼接的问题#而:样条曲

线却可以轻松地解决这一问题) 考虑到这一点#思考

能否对可调控:uF0ED曲线进行改进#使之像:样条曲

线一样可以自动实现光滑拼接7 为此#在文献$%%中

基函数的基础上构造了一组新的基函数#并定义了相

应的曲线#分析了曲线的光滑拼接条件#根据条件给

出了一种特殊的分段组合曲线的定义方式) 不需要

对控制顶点施加任何条件#这种分段组合曲线在各个

连接点处自动光滑#而且从理论上讲#光滑度可以达

到任意阶) 注意到:样条曲线的自动光滑性实际上

是有条件的#就是要求各条曲线段的次数!或者说阶*

控制点数量"必须相等#否则同样会遇到像:uF0ED曲

线一样的拼接问题) 比如&若想用一条二次:样条曲

线和一条三次:样条曲线来表达一个形状#首先就需

要根据拼接要求计算两条曲线的控制顶点之间的关

系) 另外#作为分段组合曲线#:样条曲线必然具有

局部控制性#但其定义方式决定:样条曲线的局部控

制能力与次数有关#而且随着次数的升高而减弱) 比

如&移动二次:样条曲线的一个控制顶点#至多只会

改变 #条曲线段的形状'但如果移动六次:样条曲线

的一个控制顶点#则受影响的曲线段数量会升至 .

条) 相比较而言&这里给出的分段组合曲线的自动光

滑性是完全无条件的'其局部性是固定的#移动一个

控制顶点#始终至多只会改变两条曲线段的形状'其

含有控制形状和光滑度的局部参数) 因此#这里定义

的组合曲线不仅满足预期的自动光滑性#而且还具备

很多方便应用的性质)

@?可调控[e1$.-基

首先介绍文献$%%中给出的基函数) 文献$%%

中未给基函数命名#为了叙述方便#这里将其命名为

可调控:uF0ED基#并将其记做+

+

!)'%"以体现其中所

含的参数%)

定义 %&对自变量 )

&

$(#%%#整数 -

9

,#参数

%

&

J

_

#称表达式

+

(

!)'%" =]

(#2

!)"

+

+

!)'%" =

-

+%

C=!+>%"%@%

]

C#2

!)"#&%

'

+

'

- >%

+

-

!)'%" =]

2#2

!)










"

!%"

为含参数%的 -阶可调控 :uF0ED基#式中 ]

C#2

!)"为

2次:ED8B@E08基函数#且2 %̂!- %̀" _%)

接下来列举可调控 :uF0ED基的性质#并对它的

端点导数值进行简单证明)

%"退化性) 当参数 %̂ % 时#有2 -̂#此时 - 阶

可调控:uF0ED基即 -次:ED8B@E08基函数)

,"非负性) 当)

&

$(#%%时#对所有 (

'

+

'

-#有

+

+

!)'%"

9

()

#"规范性) 对整数 -

9

,#有
-

-

+=(

+

+

!)'%" =% )

-"对称性) 当)

&

$(#%%时#对所有 (

'

+

'

-#有

+

+

!)'%" ^

+

- +̀

!% )̀'%")

N"端点函数值) 对整数 -

9

, 及 (

'

+

'

-#有

+

(

!('%" =

% +=(

( +

#

{
(

+

(

!%'%" =

( +

#

-

%

{{
+=-

!,"

)"端点导数值) 当 %

'

I

'

%时#对整数 -

9

, 以

及 (

'

+

'

-#有

+

!I"

+

!('%" =

!>%"

I

28

!2>I"8

+=(

!>%"

I>%

28

!2>I"8

+=%

( +

#

(#










%

+

!I"

+

!%'%" =

( +

#

- >%#-

>

28

!2>I"8

+=- >%

28

!2>I"8





























+=-

!#"

证明&由式!%"易知当 ,

'

+

'

- 时#

+

+

!)'%"均可

写成+

+

!)'%" &̂!)".!)"的形式#其中&!)" )̂

%_%

#.!)"

为多项式函数) 由于对 (

'

I

'

%#有&

!I"

!(" (̂#所以
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!

%&

"#!

&

$#

,-%.

%

&

& 344E5(6

/

f789

:;<=)4

:ò>Ö×

!*$!%

由莱布尼茨公式可知#当 %

'

I

'

%时#对 ,

'

+

'

-#有

+

!I"

+

!('%" =( !-"

又由:ED8B@E08基函数的性质可知

+

!I"

(

!('%" =]

!I"

(#2

!(" =!>%"

I

28

!2>I"8

!N"

再由
-

-

+=(

+

+

!)'%" =% 可知

-

-

+=(

+

!I"

+

!('%" =( !)"

故由式!-"(!)"可知

+

!I"

%

!('%" =>

+

!I"

(

!('%" =

!>%"

I>%

28

!2>I"8

!."

式!-"!N"!."给出了式!#"中关于 )̂ ( 的结论)

再由 +

+

!)'%" ^

+

- +̀

!% `)'%"可知 +

!I"

+

!)'%" ^

! %̀"

I

+

!I"

- +̀

!% )̀'%"#故

+

!I"

+

!%'%" =!>%"

I

+

!I"

->+

!('%" !+"

由式!-"!N" !." !+"可得式!#"中关于 )̂ % 的结

论) 证毕)

B?可调控[e1$.-曲线

Bc@?曲线的定义

定义 ,&给定 - _% 个控制顶点 *

+

&

:

,

或 :

#

#

其中#+̂ (#%#2#-#-

9

,#以及%

&

J

_

#称

N!)" =

-

-

+=(

+

+

!)'%"*

+

#)

&

$(#%%

为含参数%的 -阶可调控:uF0ED曲线#其中 +

+

!)'%"

为含参数%的 -阶可调控:uF0ED基)

由可调控 :uF0ED基的性质#易知可调控 :uF0ED

曲线具有凸包性*几何不变性与仿射不变性*对称

性) 另外#在曲线的端点处有

N!(" =*

(

# N!%" =*

-

!$"

当 %

'

I

'

%时#有

N

!I"

!(" =!>%"

I>%

28

!2>I"8

!*

%

>*

(

"

N

!I"

!%" =

28

!2>I"8

!*

-

>*

->%

{
"

!%("

BcB?曲线的拼接

分析可调控:uF0ED曲线的光滑拼接条件) 在这

之前#先给出一个引理)

引理 %&设 )

&

$(#%%#假设两条曲线 "!)"与

2!)"在"!%" 2̂!("处相连#如果当 %

'

I

'

%时

"

!I"

!%" =T

I

!*

V

>*

,

"

2

!I"

!(" =!>%"

I>%

H

I

!*

V

>*

,

{
"

!%%"

式中#T

I

和 H

I

是与 I有关的常数#并且 T

%

H

%

b(#则

两条曲线在连接点处H

%

连续)

证明&要使两条曲线在公共连接点处H

%

连续#

必须
$%#%

2B!("

2E!("

2

6

!("

2

!-"

!("

3

2

!%"

!(



















"

=)

"B!%"

"E!%"

"

6

!%"

"

!-"

!%"

3

"

!%"

!%



















"

!%,"

式!%,"中的关联矩阵为

)=

#

%

#

,

#

,

%

#

#

#

#

%

#

,

#

#

%

#

-

-

#

%

#

#

@#

#

,

,

)

#

,

%

#

,

#

-

%

3 3 3 3 &

#

%

&&&&&&2&&&&&&

#

%



















%

式中#

#

%

b() 将式!%%"代入式!%,"并约掉等式两

边的公共部分*

V

*̀

,

#得到

H

%

>H

,

H

#

>H

-

3

!>%"

%>%

H





















%

=)

T

%

T

,

T

#

T

-

3

T





















%

!%#"

显然由式!%#"可以求出 #

+

!%

'

+

'

%"的唯一解#并且

#

%

^

H

%

T

%

b(#因此两条曲线H

%

连续) 证毕)

由式!$"!%("和引理 % 可得到下面的结论)

定理 %&设有含参数 %

%

的 -

%

阶可调控 :uF0ED

曲线

N

%

!)" =

-

-

%

+=(

+

+

!)'%

%

"*

+

#)

&

$(#%% !%-"

以及含参数%

,

的 -

,

阶可调控:uF0ED曲线

N

,

!)" =

-

-

,

+=(

+

+

!)'%

,

"*

%

+

# )

&

$(#%% !%N"

若

*

%

(

=*

-

%

条件 %

*

%

%

>*

%

(

=;!*

-

%

>*

-

%

>%

"!;F(" 条件{
,

!%)"
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!*$"%

则两条曲线在连接点处H

%

连续#这里 %̂ G08.%

%

#%

,

/)

证明&由式!$"!%-"!%N"可得

N

%

!%" =*

-

%

#N

,

!(" =^

%

(

在式!%)"中条件 % 下#有

N

%

!%" =N

,

!(" !%."

因此两曲线位置连续) 又由式!%(" !%-" !%N"可得

当 %

'

I

'

%

%

时#有

N

!I"

%

!%" =

2

%

8

!2

%

>I"8

!*

-

%

>*

-

%

>%

" !%+"

当 %

'

I

'

%

,

时#有

N

!I"

,

!(" =!>%"

I>%

2

,

8

!2

,

>I"8

!*

%

%

>*

%

(

"

这里2

+

%̂

+

!-

+

%̀" _%!+̂ %#,"#在式!%)"中条件 ,

下#有

N

!I"

,

!(" =!>%"

I>%

2

,

8

!2

,

>I"8

A

;!*

-

%

>*

-

%

>%

" !%$"

记 %̂ G08.%

%

#%

,

/#则当 %

'

I

'

%时#式!%+"!%$"同时

成立) 记 T

I

^

2

%

8

!2

%

Ì"8

#H

I

^

2

,

8

!2

,

Ì"8

;#则当 %

'

I

'

%时#有

N

!I"

%

!%" =T

I

!*

-

%

>*

-

%

>%

"

N

!I"

,

!(" =!>%"

I>%

H

I

!*

-

%

>*

-

%

>%

{
"

!,("

并且注意到 T

%

H

%

2̂

%

2

,

;b(#故在式!%)"所给条

件下#从式!%."!,("可知曲线 B

%

!)"与 B

,

!)"满足引

理 % 的条件#因此两者H

%

连续) 证毕)

因为 %可以取任意正整数#所以在式!%)"所给

条件下#总可以通过选择合适的 %值来使相邻曲线

之间达到任意阶几何连续)

BcC?曲线设计

接下来分析&对于给定的控制多边形#如何构造

一条通过首末控制顶点的光滑组合可调控 :uF0ED

曲线)

首先考虑最简单的情形#假设控制多边形有

G /̂ ! - %̀" _% ! /

9

,"条边#控制顶点为 *

(

#

*

%

#2#*

G

#欲构造一条由 / 段 - 阶可调控 :uF0ED曲

线构成的组合曲线)

为实现目标#可先在第 +! - %̀" _% ! +̂ %#

,#2#/ %̀"条边上任取一点#特殊的#取边的中点#

记做<

+

!+̂ %#,#2#/ %̀") 另外#记<

(

*̂

(

#<

/

^

*

G

) 然后依次用多边形 <

+̀ %

*

!+̀ %"!- %̀" _%

2*

+!- %̀"

<

+

定义第 +段曲线即可#这里 +̂ %#,#2#/) 这样

得到的组合曲线至少 H

%

连续#可以通过设置不同

曲线段的参数 %

+

! +̂ %#,#2#/"来达到预期的光

滑度)

上述方法构造出的组合曲线的每一段都同阶#

或者说每一段都由相同数量的控制边定义#当然我

们可以去掉这一限制)

假设多边形有 G =

-

/

+=%

-

+

>/ @%!/#-

+

9

," 条

边#现欲构造由 /条曲线段构成的组合曲线#其中第

+条曲线段为 -

+

阶可调控 :uF0ED曲线#则可先取第

-

+

4=%

-

4

>+@%条边的中点<

+

#这里+=%#,#2#/ >%#

并记<

(

=*

(

#<

/

=*

G

)再用多边形

<

+>%

*

-

+>%

4=%

!-

4

>%"@%

2*

-

+

4=%

!-

4

>%"

<

+

定义第+!+̂ %#,#2#/"段曲线即可!当 +̂ % 时#记

-

+>%

4=%

!-

4

>%" =(")

图 %&各段阶相等的组合可调控:uF0ED曲线

[09J%&27G<7B0@EG7H0C0?U=E:uF0ED>3DYEBZ0@M

E\3?=7DHEDB7CE?>M >3DYEBE9GE8@

图 %*图 , 给出了由相同控制多边形按上述
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方法定义的组合曲线#图中 *

(

#*

%

#2#*

$

为原始

控制顶点) 图 % 中的组合曲线包含 - 段 # 阶可调

控 :uF0ED曲线#其中 <

%

#<

,

#<

#

为新增控制顶

点) 图 , 中的组合曲线包含 # 段可调控 :uF0ED曲

线#阶分别为 #*-*##其中 <

%

#<

,

为新增控制顶

点) 图 %!?" *图 ,!?"中各条曲线段均取参数 %̂

%#这时每一段都是普通 :uF0ED曲线#整条曲线在

连接点处 H

%

连续) 图 % ! U" *图 , ! U"中各条曲

线段均取参数 %̂ ,#整条曲线在连接点处 H

,

连续)

图 ,&各段阶不全相等的组合可调控:uF0ED曲线

[09J,&27G<7B0@EG7H0C0?U=E:uF0ED>3DYEBZ0@M 87@?==E\3?=

7DHEDB7CE?>M >3DYEBE9GE8@

C?可调控[e1$.-曲线的改进

对于给定的控制顶点#要想由之构造光滑的组

合可调控:uF0ED曲线#必须先增加一些辅助控制点)

由此思考&能否跳过这一过程#使得可以像 :样条

方法一样#无需对控制顶点做任何预处理#就能构造

自动光滑的组合曲线7 曲线的性质取决于所采用的

基函数的性质#所以为了实现预期目标#需要先对可

调控:uF0ED基进行改进)

Cc@?可调控[e1$.-基的改进

定义 #&对自变量 )

&

$(#%%#整数 -

9

,#参数

%

&

J

_

#定义

$V

(

!)'%"#V

%

!)'%"#2#V

-

!)'%"%

!

=

>

!-@%"A!-@%"

$

+

(

!)'%"#

+

%

!)'%"#2#

+

-

!)'%"%

!

!,%"

式中#

+

+

!)'%"!+̂ (#%#2#-"为含参数%的 -阶可调

控:uF0ED基#V

+

!)'%" !+̂ (#%#2#-"为含参数%的 -

阶改进可调控:uF0ED基) 变换矩阵为

>

#A#

=

%

,

( (

%

,

%

%

,

( (

%

















,

>

!-@%"A!-@%"

=

%

,

( ( 2 ( ( (

%

,

% ( 2 ( ( (

( ( % 2 ( ( (

3 3 3 3 3 3

( ( ( 2 % ( (

( ( ( 2 ( %

%

,

( ( ( 2 ( (

%































,

!-

9

#"

!,,"

&&由式!,%" !,,"以及可调控 :uF0ED基的性质#

易知改进可调控 :uF0ED基同样具有非负性*规范

性*对称性) 另外#对所有整数 -

9

, 以及 (

'

+

'

-#有

V

+

!('%" =

%

,

+=(#%

( +

#

(#

{
%

V

+

!%'%" =

( +

#

- >%#-

%

,

+=- >%#

{
-

当 %

'

I

'

%时#有
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+=(

!>%"

I>%

28

,!2>I"8

+=%

( +

#

(#










%

V

!I"

+

!%'%" =

( +

#

- >%#-

>

28

,!2>I"8

+=- >%

28

,!2>I"8










+=-

CcB?曲线的拼接

定义 -&给定 - _%个控制顶点 *

+

&

:

,

或 :

#

#

+̂ (#%#2#-#-

9

,#以及%

&

J

_

#称

B!)" =

-

-

+=(

V

+

!)'%"*

+

# )

&

$(#%%

为含参数 %的 - 阶改进可调控 :uF0ED曲线#其中

V

+

!)'%"为含参数%的 -阶改进可调控:uF0ED基)

易知改进可调控 :uF0ED曲线具有凸包性*几何

不变性与仿射不变性*对称性) 另外#在曲线的端点

处有

B!(" =

%

,

!*

(

@*

%

"

B!%" =

%

,

!*

->%

@*

-

"

!,#"

当 %

'

I

'

%时#有

B

!I"

!(" =!>%"

I>%

28

,!2>I"8

!*

%

>*

(

"

B

!I"

!%" =

28

,!2>I"8

!*

-

>*

->%

"

!,-"

&&根据式!,#"!,-"#并采用与定理 % 相同的证明

方法#可以得到下面的结论)

定理 ,&设有含参数 %

%

的 -

%

阶改进可调控

:uF0ED曲线

B

%

!)" =

-

-

%

+=(

V

+

!)'%

%

"*

+

# )

&

$(#%%

以及含参数%

,

的 -

,

阶改进可调控:uF0ED曲线

B

,

!)" =

-

-

,

+=(

V

+

!)'%

,

"*

%

+

#)

&

$(#%%

若

*

%

(

=*

-

%

>%

#*

%

%

=*

-

%

!,N"

则两条曲线在连接点处 H

%

连续#这里 %̂ G08.%

%

#

%

,

/)

CcC?曲线设计

由条件式 !,N " 可知&对于两条改进可调控

:uF0ED曲线而言#只要前一条曲线的控制多边形的

末边与后一条曲线的控制多边形的首边重合#这两

条曲线在连接点处便可达到 H

%

光滑拼接) 根据这

一特点#对于任意给定的一组控制顶点#可以采用特

殊的方式来定义由改进可调控:uF0ED曲线构成的分

段组合曲线#使之在分段连接点处自动实现光滑

拼接)

定义 N&给定控制顶点*

C

&

:

,

或:

#

#其中C=

(#%#2#

-

/

+=%

-

+

>/ @%'/

9

%'-

+

9

,#以及参数%

+

&

J

@

#+=%#,#2#/# 可以定义由 / 条改进可调控

:uF0ED曲线构成的分段组合曲线#第+条曲线定义为

B

+

!)" =

-

-

+

I=(

V

I

!)'%

+

"*

I@

-

+>%

4=%

!-

4

>%"

#)

&

$(#%%#其中 +̂

%#,#2#/#当 +̂ % 时#

-

+>%

4=%

!-

4

>%" =( )

注意到定义 N 中相邻曲线段的控制顶点之间的

关系#由定理 , 可知#第+条与第+_% 条曲线在公共

连接点处H

G08.%

+

#%

+_%

/

连续)

定义 N 中分段曲线的组合方式不同于传统的:

样条曲线) 在:样条曲线中#相邻曲线段之间只有

一条控制边或者说一个控制顶点不相同'但在这里#

相邻曲线段之间只有一条控制边或者说两个控制顶

点相同) 和:样条曲线一样#这里的分段组合曲线

也具有局部控制性) 但因为定义方式的不同#在这

里#移动一个控制顶点总是至多只会改变两条相邻

曲线段的形状) 所以很显然#这里给出的组合曲线

的局部控制能力优于传统的 :样条曲线) 另外#这

里的组合曲线含有局部参数 %

+

#改变其值可以调整

第+段曲线的形状#以及第+段与左右邻段之间拼接

的光滑度)

图 #*图 - 给出了由相同控制多边形定义的组

合曲线) 图 # 中的组合曲线包含 - 段 # 阶改进可调

控:uF0ED曲线#图 - 中包含 # 段阶分别为 #*-*# 的

改进可调控 :uF0ED曲线) 图 #!?"*图 -!?"中各条

曲线段均取参数 %̂ %#整条曲线在连接点处 H

%

连

续) 图 #!U"*图 -!U"中各条曲线段均取参数 %̂ ,#

整条曲线在连接点处H

,

连续)

从式!,#"和图 #*图 - 可以看出#改进可调控

:uF0ED曲线插值于控制多边形首末边的中点而非首

末控制顶点) 但在曲线设计中#常常要求曲线经过

控制多边形的首末顶点#为了满足这一需求#只需将

首末控制顶点取成重复的即可)
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图 #&各段阶相等的组合改进可调控:uF0ED曲线

[09J#&27G<7B0@E0G<D7YEH G7H0C0?U=E:uF0ED>3DYEBZ0@M E\3?=7DHEDB7CE?>M >3DYEBE9GE8@

图 -&各段阶不全相等的组合改进可调控:uF0ED曲线

[09J-&27G<7B0@E0G<D7YEH G7H0C0?U=E:uF0ED>3DYEBZ0@M 87@?==E\3?=7DHEDB7CE?>M >3DYEBE9GE8@

D?结?论

引理 % 给出了位置连续的曲线 H

%

连续的一个

充分条件#根据该条件#只要曲线在首*末端点处的

前%阶导矢分别共线!式!%(""#曲线的H

%

条件就和

普通 :uF0ED曲线的 H

%

条件完全一样) 而对于基函

数组而言#在定义区间左*右端点处的前%阶导数只

在前*后两个基函数处不为零!式!#""#是决定曲线

具备式!%("所述端点性质的一个充分条件) 因此这

里实际上给出了构造易拼接曲线的一个通用方法#就

是构造具备式!#"所述特点的基函数) 若基函数在

端点处的函数值满足式!,"所述特点#则可按照 #J#

中所给方法构造通过首末控制顶点的光滑组合曲线#

这时需添加一些辅助控制顶点'若希望组合曲线自动

光滑#则只需按式!,%"对基函数稍加改造即可)

由改进可调控:uF0ED曲线按照定义 N 的方式形

成的组合曲线具有很多优点&%"不管定义各条曲线

段的控制顶点数量是否相等#曲线在各个连接点处

始终光滑#而且光滑度可以任意调整',"曲线具有

比:样条曲线更强的局部控制能力#改变一个控制

顶点#始终只会至多改变两条曲线段的形状'#"曲

线具有同时控制着其形状和光滑度的调节参数#且

参数的改变造成的影响是局部的)

本文的研究为复杂曲线的设计提供了方便#特

别是对光滑度要求较高的场合#本文方法更能体现

其优势)
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