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中图法分类号! !"#,%&U((文献标识码! )((文章编号! %$$'*+,'%!-$%."%%*%'UU*$U

论文引用格式! A2K0#\7K1 00#>:2K=]#]2349"&!78[12E:*I1_:I;{̀:8HEG:H2FEO:J7 J7H88IK3JHKFGK:3JE#-$%.#%,!%%"$%'UU*%'+#&%高晖#寿

华好#缪永伟#王丽萍&# 个控制顶点的类三次;{̀:8H螺线%5&C中国图象图形学报#-$%.#%,!%%"$%'UU*%'+#&&%?RP$%$&%%+#.ST:4&-$%.%%%'&

收稿日期!-$%.*$#*-$(修回日期!-$%.*$'*-U

基金项目!国家自然科学基金项目!'%-U-#$,# '%.U-#''"

第一作者简介!高晖!%,++'("#男#浙江工业大学理学院应用数学专业硕士研究生#主要研究方向为计算机辅助几何设计与图形学)

W*Q2:F$71:42K$+%#X%'#CIKQ

通信作者!寿华好#W*Q2:F$ E77X T̀1J&8L1&I3

$ 个控制顶点的类三次 \̀X&,-螺线

高晖
%

! 寿华好
%

! 缪永伟
-

! 王丽萍
#

%&浙江工业大学理学院# 杭州(#%$$-#( -&浙江工业大学计算机科学与技术学院# 杭州(#%$$-#(

#&浙江工业大学经贸管理学院# 杭州(#%$$-#

摘(要! 目的(为了使得过渡曲线的设计更为简单高效) 提出基于 # 个控制顶点的类三次;{̀:8H螺线) 方法(通

过对基函数的研究首先构造了 # 条在一定条件下曲率单调递减的类三次;{̀:8H曲线#并由参数的对称性得另 # 条

曲率单调递增的曲线) 它们具有端点性*凸包性*几何不变性等三次;{̀:8H曲线的基本性质#特点是只有 # 个控制

顶点) 接着严格地证明了此类曲线曲率单调的充分条件) 结果(有两条曲线比三次;{̀:8H曲线的曲率单调条件范

围大#且类三次;{̀:8H螺线与三次;{̀:8H螺线存在一定的位置关系) 这 ' 条曲线中有 . 条曲线的一个端点处曲率

为零#可组合成 . 对类三次;{̀:8H螺线来构造两圆弧间半径比例不受限制的 \型和V型A

-

连续过渡曲线(剩下的

两条曲线在两圆弧半径相差较大的情况下都可做不含曲率极值点的过渡曲线) 最后用实例表明了此类曲线的有

效性) 结论(在过渡曲线设计中基于 # 个控制顶点的类三次;{̀:8H螺线比三次;{̀:8H螺线更为简单高效)

关键词! 三次;{̀:8H曲线(类三次;{̀:8H曲线(曲率单调(A

-

连续(过渡曲线

K<,G()'&P.(8&.\̀X&,-'+&-)*'6&/</<-,,.01/-0*+0&1/'

A2K01:

%

# \7K1 01272K

%

# >:2K=K34O8:

-

# ]2349:G:34

#

%&8$%%.0.$&!"'.(".# Z#.7'+(0 4('5.)-',1$&;."#($%$01# >+(0?#$:(#%$$-## 8#'(+

-&8$%%.0.$&8$*9:,.)!"'.(".+(/ ;."#($%$01# Z#.7'+(0 4('5.)-',1$&;."#($%$01# >+(0?#$:(#%$$-## 8#'(+

#&8$%%.0.$&6:-'(.--+(/ C/*'('-,)+,'$(# Z#.7'+(0 4('5.)-',1$&;."#($%$01# >+(0?#$:(#%$$-## 8#'(+

78'/-)./$ 98:,./&5,!7:EEJ1LZ2:QEJKL8E:43 2E:QGF823L 8MM8IJ:N8JH23E:J:K3 I1HN8&;,/<02<:HEJ# J7H88[12E:*I1_:I

;{̀:8HI1HN8EO:J7 QK3KJK38L8IH82E:34I1HN2J1H82H8IK3EJH1IJ8L 2MJ8HEJ1LZ:34J78_2E8M13IJ:K3E&!7H88KJ78H[12E:*I1_:I

;{̀:8HI1HN8EO:J7 QK3KJK38:3IH82E:34I1HN2J1H82H8J783 K_J2:38L _ZG2H2Q8J8HEZQQ8JHZ&!78E838OI1HN8E72N8E:Q:F2H

GHKG8HJ:8EO:J7 J78I1_:I;{̀:8HI1HN8E# :3IF1L:3483LGK:3J# IK3N8̂ 71FF# 23L 48KQ8JHZ:3N2H:2_:F:JZGHKG8HJ:8E&0KO8N8H#

13F:Y8J78I1_:I;{̀:8HI1HN8E# J78[12E:*I1_:I;{̀:8HI1HN8EK3FZ72N8J7H88IK3JHKFGK:3JE&]8J783 GHKN:L8EJH:IJQ2J78*

Q2J:I2FGHKKME:3 H8F2J:K3 JKJ78E1MM:I:83JIK3L:J:K3EKMJ78QK3KJK38I1HN2J1H8KMJ78E8I1HN8E&=,'(*/!OKKMJ78[12E:*I1*

_:I;{̀:8HI1HN8EIKN8H8L 2_HK2L8HEIKG8J723 J78I1_:I;{̀:8HI1HN8EO:J7 QK3KJK38I1HN2J1H8&!78EG8I:M:IGKE:J:K32FH8*

F2J:K3E7:G _8JO883 J78[12E:*I1_:I;{̀:8HEG:H2FI1HN8E23L J78I1_:I;{̀:8HEG:H2FI1HN8EO8H8L8J8HQ:38L&<K1HKMJ78E:̂

[12E:*I1_:I;{̀:8HI1HN8E72L 8̀HKI1HN2J1H82JK3883LGK:3J23L I23 J78H8MKH8_8IKQ_:38L :3JKMK1HG2:HEKM\*E72G8L KH

V*E72G8L JH23E:J:K3 I1HN8EMKHE8G2H2J8L I:HIF8E( J78H2J:KKMJOKH2L::72L 3KH8EJH:IJ:K3&!78H8Q2:3:34JOK[12E:*I1_:I

;{̀:8HI1HN8EI23 _81E8L JKMKHQ2E:34F8JH23E:J:K3 I1HN8O:J7 3KI1HN2J1H88̂JH8Q8MKHE8G2H2J8L I:HIF8EO783 J78L:MM8H*

83I8KMJOKH2L:::EF2H48&<:32FFZ# 8̂2QGF8EO8H84:N83 JKE7KOJ788MM8IJ:N838EEKMJ78E8I1HN8E&>01.*('&01P3 JH23E:J:K3
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I1HN8L8E:43# J78[12E:*I1_:I;{̀:8HEG:H2FI1HN8O:J7 J7H88IK3JHKFGK:3JE:EQKH8E:QGF823L 8MM8IJ:N8J723 J78I1_:I;{̀:8H

EG:H2FI1HN8&

?,@ 60-2'$ I1_:I;{̀:8HI1HN8( [12E:*I1_:I;{̀:8HI1HN8( I1HN2J1H8QK3KJK3Z( A

-

IK3J:31:JZ( JH23E:J:K3 I1HN8

"A引A言

曲线的曲率单调变化!QK3KJK38I1HN2J1H8N2H:2*

J:K3"是指曲率单调递增或单调递减#它与曲线的几

何连续性*光顺性等密切相关) 开展曲率单调性方

面的研究有利于进一步认识曲线的性质#并为光顺

性理论奠定基础) 由于 A

-

连续过渡曲线要求曲率

单调#即使无法保证曲率单调#一般也要求尽可能地

减少曲率极值点#使得曲线整体较为广顺) A

-

连续

过渡曲线常用于两圆弧的光滑拼接#在计算机辅助

设计!V)?"*工业数控加工*道路线形设计和机器

人行走轨迹等领域都有重要应用#因此对过渡曲线

的研究具有十分重要的意义)

关于曲线曲率的单调性#国内外学者做了很多

的研究) 如文献%%*#&分别对二次;{̀:8H曲线*二次

有理;{̀:8H曲线*二次有理 ;样条曲线的曲率单调

性进行了研究#得到了曲率单调的充分必要条件(文

献%.&对平面均匀有理;样条曲线的曲率单调性进

行了研究#得到了曲率单调的一个充分条件(文献

%/&提出了高次 ;{̀:8H曲线曲率单调的充分条件(

文献%'*+&对平面三次 ;{̀:8H螺线进行了研究及推

广(文献%,&用待定系数法来求解平面两相离圆弧

间A

-

连续的过渡曲线(文献%%$&提出了基于曲线

曲率的网格简化算法#获得了良好的视觉效果(文献

%%%&把A

-

连续的低次避障代数样条曲线用于机器

人的高速前进#具有便于控制*灵活度高等优点(文

献%%-*%.&中不同类型的过渡曲线被应用于正齿轮

牙的设计#如 \型和V型过渡曲线)

本文提出了一种新的类三次 ;{̀:8H曲线#通过

一种有效的放缩法推导了 ' 条此类曲线曲率单调的

充分条件#得出其中两条类三次 ;{̀:8H曲线比三次

;{̀:8H曲线曲率单调条件范围大的重要结论#并讨

论了类三次;{̀:8H螺线与三次;{̀:8H螺线的位置关

系) 通过实例作了如下工作$用 % 条类三次 ;{̀:8H

螺线做直线到圆的过渡曲线(用 % 对类三次 ;{̀:8H

螺线作只包含一个曲率极值点的 \ 型和 V型 A

-

连

续过渡曲线(用 % 条类三次 ;{̀:8H螺线做不含曲率

极值点的过渡曲线) 此算法简单#只要适当选取边

长和角度即可做A

-

连续的过渡曲线)

#A类三次 \̀X&,-曲线的构造方法

考虑到三次;{̀:8H曲线的基函数可由

!% o,f,"

#

c!% o,"

#

f#,!% o,"

-

f#,

-

!% o," f#,

#

关系式展开得到) 同理#考虑关系式

%!% o," f,&3%!% o,"

-

f,3!% o," f,&

展开并插入控制顶点得满足插值两端点的曲线

$!," c!% o,"

#

8U

$

f-,!% o,"

-

8U

%

f

!% o,",

-

8U

-

f,!% o,"8U

#

f,

-

8U

.

对上述曲线求导得

$U!," co#!% o,"

-

8U

$

f-!% o,"!% o#,"8U

%

f

,!- o#,"8U

-

f!% o-,"8U

#

f-,8U

.

进而求得

$U!$" co#8U

$

f-8U

%

f8U

#

$U!%" co8U

-

o8U

#

f-8U

.

为保证曲线插值两切线#分别合并控制顶点为

8U

$

3

8

$

8U

%

#8U

#

3

8

%

8U

-

#8U

.

3

8

{
-

#(

8U

$

3

8

$

8U

%

#8U

-

#8U

#

3

8

%

8U

.

3

8

{
-

#(

8U

$

#8U

%

3

8

$

8U

-

#8U

#

3

8

%

8U

.

3

8

{
-

得 # 条参数曲线为

$

%

!," c!% o,"

#

38

$

f!% o,"!# o-,",3

8

%

f,

-

!- o,"38

-

!%"

$

-

!," c!% o,"

#

38

$

f!# o,"!% o,",3

8

%

f,

-

38

-

!-"

$

#

!," c!% o,"

-

!% f,"38

$

f!% o,"!% f,",3

8

%

f,

-

38

-

!#"

在一定条件下此 # 条曲线曲率单调递减)

通过令,�c% o,#整理得另 # 条参数曲线为

$

.

!," c!% o,"

-

!% f,"38

$

f

,!% o,"!% f-,"38

%

f,

#

38

-

!."

$

/

!," c!% o,"

-

38

$

f,!% o,"!- f,"3

8

%

f,

#

38

-

!/"

$

'

!," c!% o,"

-

38

$

f,!- o,"!% o,"3

8

%

f,

-

!- o,"38

-

!'"

在一定条件下此 # 条曲线曲率单调递增)

此时$

'

!$" c8

$

#$

'

!%" c8

-

#$U

'

!$" c

$

'

!8

%

o
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!)*$%

8

$

"#$U

'

!%" c

'

'

!8

-

o8

%

"#其中$

%

c

$

-

c##

$

#

c

$

.

c

%#

$

/

c

$

'

c-#

'

%

c

'

'

c%#

'

-

c

'

#

c-#

'

.

c

'

/

c##'c

%#-###.#/#')

标记 #

$

c

$

8

%

o8

$

$

##

%

c

$

8

-

o8

%

$

#相应的

单位切向量分别为 (

$

*(

%

) 设 ,为 8

$

8

%

和 8

%

8

-

的

夹角#如图 % 所示#则相应的控制顶点可改写成

8

%

c8

$

f#

$

3(

$

#(8

-

c8

%

f#

%

3(

%

图 %(类三次;{̀:8H曲线控制顶点图

<:4&%(VK3JHKFGK:3JEKMJ78[12E:*I1_:I;{̀:8HI1HN8E

易证基函数具有单位分解性和非负性) 曲线具

有凸包性*几何不变性和端点性等)

!A类三次 \̀X&,-螺线

若曲线的曲率值随其弧长单调变化#则该曲线

称为螺线) 所以#曲率单调的类三次 ;{̀:8H曲线也

称为类三次;{̀:8H螺线)

!B#A曲率单调的条件

上面提出的 ' 条类三次;{̀:8H曲线需要满足什

么条件才能保证曲率单调递增或递减呢6 引理 % 至

引理 ' 详细回答了这个问题)

引理 %(当 #

%

p

槡-%

.

#

$

且 IKE

, (!

,#

$

+#

%

#

'#

%

U#

)
$

时#式!%"曲线是一条曲率单调递减的曲线#起点处

的曲率$3!$" c

.#

%

E:3

,

,#

-

$

#终点处的曲率$3!%" c$)

证明(关键是对任意的 ,

!

%$#%&#能否判断下

文中的5!,"恒大于零或恒小于零) 针对此问题给

出一种有效的放缩法#即在保证两端点5!$"和5!%"

同号的前提条件下放大或缩小 5!,"#得出曲率单调

的另一半条件)

对曲线$

%

!,"求导知

$U

%

!," c#!% o,"

-

3!8

%

o8

$

" f

,!. o#,"3!8

-

o8

%

"

$a

%

!," c'!,o%"3!8

%

o8

$

" f

!. o',"3!8

-

o8

%

"

记

$U

%

!," cC

%

#

$

(

$

f6

%

#

%

(

%

$a

%

!," c8

%

#

$

(

$

fY

%

#

%

(

%

式中#C

%

c#!% o,"

-

#6

%

c,!. o#,"#8

%

c'!,o%"#

Y

%

c. o',#由(

$

b(

%

cE:3

,知

(

$U

%

!," b$U

-

!," c!C

%

Y

%

o6

%

8

%

"#

$

#

%

E:3

,

$

$U

%

!,"

$

-

cC

-

%

#

-

$

f6

-

%

#

-

%

f-C

%

6

%

#

$

#

%

IKE

,

!U"

再根据曲率公式F!," c

$U!," b$a!,"

$

$U!,"

$

#

#求导化简得

FU!," c

o'#

$

#

%

5!,"E:3

[
,

!,#

-

$

!% o,"

.

f#

-

%

!. o#,"

-

,

-

f

'#

$

#

%

!. o#,"!% o,"

-

,3IKE

,

"

/N ]-

式中#5!,"是关于,的五次方程) 通过令 #

$

c#

%

3V#

5!,"可简化成

5!," c#

-

%

3!,!#,o."! o-. f'$,o.,,

-

f%-,

#

" f

,!,o%"

.

!.,o,"V

-

f! o%-"!,o%"

-

! o' f-.,o-#,

-

f',

#

"V3IKE

,

" !+"

由于3!$" c

.#

%

E:3

,

,#

-

$

#3!%" c$#为保证曲率单调递

减必须满足$5!," p$#

'

,

!

%$#%&) 显然 5!%" c

#

-

%

p$#为满足 5!$" co,%#

-

%

V!,Vo+IKE

,

" p$#必

须保证 ,Vo+IKE

,

q$) 由于5!,"中 V

-

项的系数对

任意的,

!

!$#%"都小于零#所以有

,V

-

!,o%"

.

!.,o," p!,o%"

.

!.,o,"+VIKE

,

整理得

5!," p#

-

%

,!,o%"

-

!-+ o#/,f%$,

-

"!0!," o.VIKE

,

"

式中

0!," c

!#,o."! o-. f'$,o.,,

-

f%-,

#

"

!,o%"

-

!-+ o#/,f%$,

-

"

!,"

由 0U!," c

-!%'$,o#U$,

-

f#%%,

#

o%%#,

.

f%/,

/

"

!% o,"

#

!-+ o#/,f%$,

-

"

-

p$

知 0!,"是单调递增的#则 0

Q:3

!," c0!$" c

-.

U

#即

-.

U

o.V3IKE

,

p$#

,

+

VqIKE

,

q

'

UV

) 为保证有解需

满足$

,#

$

+#

%

q

'#

%

U#

$

和
,#

$

+#

%

q%#整理得 #

%

p

槡-%

.

#

$

) 证

毕)

引理 - (当 #

%

p##

$

且 IKE

,!

##

$

#

%

#( )% 时#

式!-"曲线是一条曲率单调递减的曲线#起点处的

曲率3!$" c

-#

%

E:3

,

,#

-

$

#终点处的曲率3!%" c$)

引理 #(当 #

%

p-#

$

且 IKE

,!

#

$

#

%

#

#

%

.#

( )
$

时#
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式!#"曲线是一条曲率单调递减的曲线#起点处的

曲率3!$" c

-#

%

E:3

,

#

-

$

#终点处的曲率3!%" c

#

$

E:3

,

#

-

%

)

引理 .(当 #

$

p

槡-%

.

#

%

且IKE

,!

,#

%

+#

$

#

'#

$

U#

( )
%

时#

式!."曲线是一条曲率单调递增的曲线#起点处的

曲率3!$" c$#终点处的曲率3!%" c

.#

$

E:3

,

,#

-

%

)

引理 / (当 #

$

p##

%

且 IKE

,!

##

%

#

$

#( )% 时#

式!/"曲线是一条曲率单调递增的曲线#起点处的

曲率3!$" c$#终点处的曲率3!%" c

-#

$

E:3

,

,#

-

%

)

引理 '(当 #

$

p-#

%

且 IKE

,!

#

%

#

$

#

#

$

.#

( )
%

时#

式!'"曲线是一条曲率单调递增的曲线#起点处的

曲率3!$" c

#

%

E:3

,

#

-

$

#终点处的曲率3!%" c

-#

$

E:3

,

#

-

%

)

引理 - 至引理 ' 的证明关键步骤详见附录)

总结引理 %'引理 '#得到$

定理 %(本文给出的 ' 条类三次 ;{̀:8H曲线在

满足一定条件下!具体条件分别见引理 %'引理 '"

曲率单调#从而可用来构造过渡曲线)

!B!A曲率单调条件的对比

假设三次;{̀:8H曲线的参数方程为

@!," c!% o,"

#

@U

$

f#,!% o,"

-

@U

%

f

#,

-

!% o,"@U

-

f,

#

@U

#

式中#@U

'

!'c$#%#-##"为曲线的控制顶点) 由文献

%,&知#当取 $

c$ !向量 (

$

*(

%

的夹角"##U

$

c#U

%

#

#U

-

q%&-#U

$

IKE

,时曲线的曲率单调) 令 @U

%

c!@U

$

f

@U

-

"N-#三次;{̀:8H曲线可重新标记成

@!," c

%

-

!% o,"

-

!- f,"@

$

f

#

-

,!% o,"!% f,"@

%

f,

#

@

-

!%$"

式中#@

$

c@U

$

#@

%

c@U

-

#@

-

c@U

#

)

引理 U

%,&

(当 #

$

p

/

#

#

%

且 IKE

,!

/#

%

##

$

#( )% 时#

式!%$"曲线是一条曲率单调递增的曲线#起点处的

曲率3!$" c$#终点处的曲率3!%" c

#

$

E:3

,

##

-

%

)

仔细观察引理 U 与引理 .$式!%$"曲线满足条

件 #

$

p%&''' U #

%

和IKE

,

p%&''' U #

%

N#

$

时曲率单

调#而式 !. "曲线只需满足 #

$

p%&%./ '. #

%

和

IKE

,

p%&%-/ #

%

N#

$

条件曲率就单调) 明显式!."

曲线比式!%$"曲线的曲率单调条件范围大) 如取

#

$

c###

%

c-#

,

c#$�时#式!."曲线能保证曲率单调

而式!%$"曲线却无法保证曲率单调#如图 - 所示)

图 -(曲率单调对比图

<:4&-(VKQG2H:EK3 KMI1HN2J1H8QK3KJK38

同理可证式!%"曲线比三次 ;{̀:8H曲线的曲率

单调条件范围大)

$A位置关系的讨论

以曲率单调递增的曲线 $

.

!,"*$

/

!,"*@!,"为

例#在控制多边形相同的条件下有如下关系$

两条类三次;{̀:8H螺线分别位于三次;{̀:8H螺

线的两侧) 即与曲线@!,"相比#曲线$

/

!,"离控制多

边形相对较近#曲线$

.

!,"离控制多边形相对较远)

当取 #

$

c.##

%

c%#

,

c#$b时#有图 # 所示关系

!此时图形显示的高与宽比为 $&#")

图 #(# 条曲线间的位置关系图

<:4&#("KE:J:K32FH8F2J:K3E7:G KMJ7H88I1HN8E

证明(比较$

/

!,"*@!,"*$

.

!," # 条曲线在控

制顶点9

%

前的系数#有

,!% o,"!- f," p

#

-

,!% o,"!% f," p,!% o,"!% f-,"#

对任意的,

!

!$#%"成立) 证毕)

CA实A例

图 . 所示为本文引理 . 的算法中取 ,

c#$b#

#

$

c###

%

c% 时生成直线到圆过渡曲线的例子#图 /
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所示为该过渡曲线曲率单调递增的变化图)

图 .(直线到圆的过渡曲线

<:4&.(!H23E:J:K3 I1HN8KMEJH2:47JF:38JKI:HIF8

图 /(曲率单调递增图

<:4&/(>K3KJK38:3IH82E:34KMI1HN2J1H8

对引理中有一端点处曲率为零的特点#有如下

. 对曲线可进一步构造两圆弧半径比例不受限制的

\型和 V型 A

-

连续过渡曲线$$

%

!,"与 $

.

!,"*

$

%

!,"与$

/

!,"*$

-

!,"与 $

.

!,"*$

-

!,"与 $

/

!,") 下

以第一对曲线为例$图 ' 所示为引理 % 中取 #

$

c#N

-##

%

c##

,

c#$b和引理 . 中取 #

$

c###

%

c%#

,

c#$b

时生成 \型A

-

连续过渡曲线的例子) 图 U 所示为

该曲线段的曲率变化图#可以看出整条过渡曲线

上只有一个曲率极值点!公共端点处"#曲线整体

较为光顺) 同理 V型 A

-

连续的过渡曲线#如图 +*

图 , 所示)

图 '(\型A

-

连续过渡曲线图

<:4&'(\*E72G8L MKHA

-

JH23E:J:K3 I1HN8

图 U(\型过渡曲线曲率变化图

<:4&U(V1HN2J1H8I72348EKM\*E72G8L JH23E:J:K3 I1HN8

图 +(V型A

-

连续过渡曲线图

<:4&+(V*E72G8L MKHA

-

JH23E:J:K3 I1HN8

图 ,(V型过渡曲线曲率变化图

<:4&,(V1HN2J1H8I72348EKMV*E72G8L JH23E:J:K3 I1HN8

对于引理 # 和引理 ' 中曲线不含曲率极值点的

特性#可用一条此类曲线做圆与圆之间的过渡曲线)

特点是整条曲线不含曲率极值点#缺点是要求两圆

半径相差较大) 分析引理 #$设起点和终点处两圆

的半径分别为\

$

和\

%

#整理得

#

$

c

-\

$

\

( )
%

-

#

E:3

,

3\

%

# #

%

c

-\

$

\

( )
%

%

#

E:3

,

3\

%

由 #

%

p-#

$

知#\

%

p%'\

$

) 如图 %$ 所示为引理 # 中

取,

c./b##

$

c%##

%

c# 时曲率单调递减变化图)

图 %$(曲率单调递减图

<:4&%$(>K3KJK38L8IH82E:34KMI1HN2J1H8

DA结A论

本文提出了一种新的类三次;{̀:8H曲线) 通过

一种有效的放缩法推导了此类曲线曲率单调的充分

条件#得出有两条类三次 ;{̀:8H曲线比三次 ;{̀:8H

曲线曲率单调条件范围大的重要结论#并讨论了类
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三次;{̀:8H螺线与三次;{̀:8H螺线的位置关系) 最

后#把此类曲线用于构造A

-

连续的过渡曲线) 实验

表明了此类曲线的有效性#可更加方便地应用于

V)?*工业数控加工*道路线形设计和机器人行走轨

迹等领域)
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附录7A简证引理 !

先求得C

-

c#!% o,"

-

#6

-

c-,#8

-

c'!,o%"#

Y

-

c-)由5!%" co.#

-

%

q$ 知需保证 5!$" c-U#

-

$

o

,#

$

#

%

IKE

,

q$) 通过令 #

$

c#

%

3V得 #VqIKE

,和

5!," c#

-

%

!-,!,

-

o#" f,!,o%"

.

!-,f#"V

-

f#!,o

%"

-

!/,

-

f',o#"3VIKE

,

") 由上述 V

-

项系数大于

零得$,!,o%"

.

!-,f#"3V

-

q#!,o%"

.

!-,f#"3

VIKE

,

) 整理关系式得

5!," q-#

-

%

,!,o%"

-

!% f,"

-

!0!," f#VIKE

,

"其

中 0 ! ," c

,

-

o#

!% o,"

-

!% f,"

-

) 又 由 0U! ," c

-,!,

-

o/"

!% o,"

#

!% f,"

#

q$ 知 0

Q2̂

!," c0 !$" co##即

#VIKE

,

o# q$#整理得
##

$

#

%

qIKE

,

q

#

%

#

$

#在保证有解

的情况下需满足 #

%

p##

$

) 证毕)

附录\A简证引理 $

先求得C

#

c!% o,"!% f#,"#6

#

c-,#8

#

c-!% o

#,"#Y

#

c-) 令 #

%

c#

$

3V#由5!%" c.#

-

%

o%'#

$

#

%

b

IKE

,和 5!$" c#

-

$

f#

$

#

%

IKE

,知#若 5!$" q$ 和

5!%" q$#则有 % fVIKE

,

q$ 和 Vo.IKE

,

q$#但

IKE

,无解) 所以只能 5!$" p$ 和 5!%" p$#此时
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5!," c#

-

$

!!,o%"!% f#,"! o% f.,o,

-

f',

#

" f-,!% f

,

-

"V

-

f! o%"! o% o.,f%$,

-

o.,

#

f%/,

.

"3VIKE

,

")

由于V

-

项系数大于零#放缩整理得$5!," p#

-

$

!% o

," b!% f%#,f#,

-

f%/,

#

" !VIKE

,

o0 !,""#其中

0!," c

!% f#,"!',

#

o,

-

f.,o%"

% f%#,f#,

-

f%/,

#

) 由 0U! ," c

-!U f%.,f,U,

-

f'$,

#

f-U#,

.

f/.,

/

f%#/,

'

"

!% f%#,f#,

-

f%/,

#

"

-

p $

知 0

Q2̂

!," c0!%" c%#即 VIKE

,

o% p$#整理得

#

$

#

%

qIKE

,

q

#

%

.#

$

#在保证有解的情况下需满足

#

%

p-#

$

#证毕)

附录>A简证引理 C"引理 N

同理可证曲率单调递增的曲线#下面给出其证

明的关键步骤)

引理 . 证明$

C

.

c!% o," !% f#,"#6

.

c#,

-

#8

.

c-!% o#,"#

Y

.

c',) 令 #

$

c#

%

3V) 5!," c#

-
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!,,

.

!/ f.," f
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-

f%-,
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"V

-
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! o% o
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-
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#

"3VIKE

,

")

引理 / 证明$

C

/

c-!% o,"#6

/
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-

#8

/

co-#Y

/

c',) 令 #

$
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o#" f,!,o%"

.

!-,f#"V
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引理 ' 证明$
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c-!% o,"#6

'

c,!. o#,"#8
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$

c#
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