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摘&要! 目的&随着科学技术的快速发展#曲线的几何造型技术开始成为近来的热点研究方向=为了获得更多的

变形效果#面向 , 维)# 维参数曲线和自由曲线变形#提出一种带平台伸缩函数的变形方法* 方法&有别于现有的

大多数自由变形算法#首先构造了一种形式简洁的多项式形式伸缩函数'其次借助于伸缩函数#构造了含有伸缩参

数与光滑参数的新型伸缩因子#算法表明#这种新型伸缩因子具有单点峰值性)区间峰值性)对称性等优良性质'最

后将伸缩因子所构造变形矩阵作用于待变形的曲线#通过控制变形区间)伸缩参数)光滑参数以及变形方向#可以

获得整体的)局部的)周期的)伸缩的等各类丰富的图形效果* 结果&此变形操作对造型系统中的主流参数曲线

!jy_/8@和[m>j0"具有封闭性'通过大量数值实例表明了该方法计算量小#可控性强#重复使用可以得到形状多

样)具有艺术效果的轮廓线等效果* 结论&与其他方法相比#本文算法不仅可以用于一般的平面与空间参数曲线#

也可以用于自由型曲线#扩大了多数自由变形算法的适用范围'由于伸缩函数具备单点峰值性)区间峰值性)对称

性等性质#从而能够产生以前变形方法无法产生各类角点)尖点的特殊曲线#在一定程度上极大丰富了曲线的变形

效果*

关键词& 自由曲线'平台伸缩函数'区间峰值'自由变形
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FG引G言

几何设计和计算机图形学等领域经常需要产生

丰富多样)复杂的几何形状#变形的方法是有效的手

段之一* 国内外众多的学者与科研人员把曲线与曲

面自由变形作为重要的探究课题并取得丰富的成

果* 曲线变形本质上是曲线所在平面或空间上由线

到线的映射#通常所说的曲线变形算法事实上是

j3@@

$%%

和 08D8@B8@5等人
$,%

的算法的特殊应用或推

广* 研究者们给出了大量的算法解决参数曲线的变

形与修改问题#如&"/85C

$#%

提出有理 j样条的形状

修改算法和 '; 等人
$K%

提出 [m>j0 曲线形状修改

算法#这些算法虽在局部变形方面具有很好的性质#

可缺乏几何上的直观性#因此不便于操作者实际操

纵* 西班牙学者 0z4T28_*>8̀8A

$-%

给出了 [m>j0 曲

线修改技术#它操作较方便#然而不易精确控制* 综

观这些算法#在改变变形幅度和变形方向)控制和确

定待变形曲线的变形范围)确保变形前后曲线在边

界处的连续性以及满足用户指定的光滑度等方面总

有着或多或少不尽完善的地方* 随着探索的不断深

入#人们对j样条)[m>j0 曲线等自由型曲线的变

形和修改提出了新的算法#如程仙国等人
$)%

从物理

建模的角度#利用曲线变形能量最小化的思想#分别

建立了待变形曲线内部能量和外载荷能量两个方

程#从而控制 j样条曲线变形#韩丽等人
$X%

从物理

学中力与力的密度角度出发对曲面进行变形#提高

了交互性#但文献$)*X%都需要解复杂的约束方程*

./等人
$+%

运用带多个形状参数对非均匀 j样条进

行修改#N3E等人
$$%

提出了基于遗传算法的 [m>j0

曲线形状修改等#但这些修改技术算法理论较深)计

算起来相对复杂#并且不能用在常见的参数曲线上*

6;

$%(%

运用1曲线对2直接操作自由变形# 冯结青等

人
$%%%

受自然界!蛇在弯弯扭扭的路面爬走等"启发#

获知实际生活中的有些变形与曲面的形状密切相

关# 针对这种情况的变形#他们给出了调控参数曲

面的方法来实现变形的效果#从而进一步丰富了曲

面变化的形状* 0r4T28_*>8̀8A等人
$%,%

借助于1平行

六面体格子2#采用类似98@H/G8逼近的算法实现了

曲线和曲面的自由变形#这些文献分别借助于线)

面)体等辅助工具来实现自由变形* 除了以上提到

几种自由变形方法#网格变形技术
$%#%

近几年来也越

来越成为国内外学者研究讨论的话题并运用到实际

中# 但是这种方法需要很深的物理学知识* 能否找

到一种算法不需要借助相关的变形工具和很强的物

理学知识#同时能对一般参数曲线和自由曲线进行

简便的变形与修改6

为了解决上述问题#王小平等人
$%K*%-%

运用伸缩

因子形成变形矩阵#再将此矩阵乘待变形物体的表

达式#即直接对待变形的物体施行仿射变换#从而对

物体达到变形的目的* 该算法简单#容易操控* 但

该算法的变形矩阵是由指数函数构成的#变形后的

表达式为超越曲线)曲面
$%K#%-%

'而且伸缩因子仅在

一点处取到峰值#因此在一定的程度上限制了变形

后曲线的形状* 为了解决伸缩因子只能够在单点处

取到最大值的缺陷#宋来忠等人
$%)%

构造一种新的伸

缩因子(((对指数函数进行积分#能在一段区间上

获得最大值#在某种程度上丰富了形状的多样性#但

变形后仍为超越曲线* 上面所提到的两类伸缩因子

变形的算法所讨论的曲线仅是平面上的 , 维曲线#
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!"#$%&#'"$(&#)*+,%&(-

!*'&%

,(($ 年刘植等人
$%X%

运用多项式构造伸缩因子#能

够对平面上 , 维曲线和空间中的 # 维曲线进行变

形#并且变形前后参数曲线的表达式一致#然而该伸

缩因子只能在一点处达到最大值* 陆友太等人
$%+%

在前人的基础上#针对空间曲面构造了能达到区域

峰值的多项式伸缩因子#这种伸缩因子也是适用于

曲线变形#但此算法不能产生多角点的曲线*

在文献$%K*%+%基础上#面向平面 , 维和空间 #

维参数曲线提出了一种新的带平台伸缩函数#基于

其构造的伸缩因子不仅能在单点处达到峰值#而且

在区域上也能达到峰值#其变形矩阵作用于 N'7L

N'h等人造型系统中的主流参数曲线!jy_/8@曲

线)[m>j0曲线"具有封闭性并具备了较好的运算

效率* 值得一提的是#峰值域大小可以自由控制#而

且在峰值区间的两端#连续未必可导#故能够产生富

含角点或尖点的目标曲线#如在工业设计中#可以设

计各类齿轮的图形以及模拟水利工程中某些不规则

的物件轮廓等*

HG平台伸缩函数和伸缩因子

H,HG伸缩函数

定义 %&设*)(为正整数#$,

%

#,

K

%上含参数*)

(的平台伸缩函数为

&!," b

,c,

%

,

,

c,

%

.

,,

,

c,c,

%

,

,

c,

( )
%

*

&,

!

$,

%

#,

,

%

%&&&&&&&& &,

!

$,

,

#,

#

%

,c,,

#

f,

K

,

K

c,

#

.

,

K

c,

,

K

c,

( )
#

(

&,

!

$,

#

#,

K

%

(&&&&&&&&&















其他

!%"

式中#$,

%

#,

K

%为支撑区间#,

,

),

#

!,

,

"

,

#

"是支撑区间

内的任意两点#*)(称作光滑参数*

平台伸缩函数&!,"具备如下性质&

%"区间峰值性* ,

!

$,

,

#,

#

%时#取得最大值#即

&

H3]

!," b%#见图 %!3" *

,"端点连续性#即

&M

f

!,

%

" b&_

f

!,

%

" b, b&

!*c%"

f

!,

%

" b('

&M

c

!,

K

" b&_

c

!,

K

" b, b&

!( c%"

c

!,

K

" b(*

#"最小值与单峰性* 在 ,

%

#,

K

和支撑区间外取

得最小值#即 &

H/4

!," b(',

,

b,

#

时#&!,"有单点峰值

性#见图 %!B"*

K"对称性* ,

,

c,

%

b,

K

c,

#

#且 *b( 时#&!,"关

于
,

,

f,

#

,

对称#见图 %!T"*

图 %&# 种不同情况下伸缩函数的图形

\/5=%&\/5;@8AEJ8]G84A/E4 J;4TG/E4 ;4D8@G2@88

D/JJ8@84GTE4D/G/E4A

证明&易证 %"##"#K"下面仅证 ,"* 记&

/!," b/ b

,c,

%

,

,

c,

%

.

,,

,

c,c,

%

,

,

c,

%

#

9!," b

,c,

%

,

,

c,

%

.

,,

,

c,c,

%

,

,

c,

( )
%

*

b$/!,"%

*

*

讨论

&M

f

!,

%

" b&_

f

!,

%

" b, b&

!*V%"

f

!,

%

" b('

即讨论

9M!,

%

" b9_!,

%

" b9

9

!,

%

" b, b9

!*c%"

!,

%

" b(*

易知

/!,

%

" b(#9!,

%

" b(

/M!," b/Mb

,!,

,

c,"

!,

,

c,

%

"

,

/_!," b/_b

c,

!,

,

c,

%

"

,

计算9!,"的导数为

9M!," b*/

*c%

/M

9_!," b*!*c%"/

*c,

!/M"

,

f*/

*c%

/_

9

9

!," b*!*c%"!*c,"/

*c#

!/M"

#

f

#*!*c%"/

*c,

/M/_

显然9!,"的导数第一项均含有 /!,"的方幂#代

入,

%

#注意到 /!,

%

" b(#有

9M!,

%

" b9_!,

%

" b9

9

!,

%

" b, b9

!*c%"

!,

%

" b(

即
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-

%&

./-

(&

0/

%&(-

1

(&

2 %ç$è�é$êëì

1

íîïð^ñò9óòôÃKõ

!*''%

&M

f

!,

%

" b&_

f

!,

%

" b, b&

!*c%"

f

!,

%

" b(

同理可以证明

&M

D

!,

K

" C&_

D

!,

K

" C, C&

!(D%"

D

!,

K

" C(

证毕*

H,-G平台伸缩因子

定义 ,&令 .!," b% f#&!,"#.!,"被称为

$,

%

#,

K

%平台的伸缩因子##称作伸缩参数*

由带平台伸缩函数的性质#不难得出带平台伸

缩因子具备以下性质&

%"区间峰值性* .!,"最大值在,

!

$,

,

#,

#

%取得*

,"端点连续性#即

.M

f

!,

%

" b._

f

!,

%

" b, b.

!( c%"

f

!,

%

" b('

.M

c

!,

K

" b._

c

!,

K

" b, b.

!( c%"

c

!,

K

" b(*

#"最小值与单峰性* 在端点 ,

%

#,

K

和支撑区间

外都有.!," b%*

K"对称性*

-G平面上平台伸缩因子的数学模型与

实例展示

-,HG数学模型

设=!," b!2!,"#6!,""

!

!,

!

$ +#Q%"为满足

<

)

!)

'

%"阶连续的平面曲线!为方便后文的描述#

将平面曲线表示为 , 维列向量"#其中光滑参数

*#(

"

)f%#支撑区间为$,

%

#,

K

%#取平面上任意一点为

变形中心#记为$Mb!2

(

#6

(

"* 定义伸缩因子.

-E

!,"为

.

-E

!," b% f#

-E

&!,"# -#Eb%#,

;b$B

%

#B

,

%

c%

$$B

%

#B

,

%

!

%

c%

式中##

-E

为伸缩参数#B

%

)B

,

为方向向量#则称

0b

.

%%

.

%,

c%

.

,%

c% .

[ ]
,,

为伸缩矩阵#!b$B

%

#B

,

%0;$B

%

#B

,

%

!

为变形矩阵*

方向向量B

%

#B

,

是线性不相关的#一般情况下取B

%

b

$%#(%

!

#B

,

b$(#%%

!

#此时!b0*

定理 %&将变形矩阵 !乘待变形曲线 =!,"获

得变形后曲线

=

7

!," b!!P!," c$M" f$M !,"

则=

7

!,"在,

%

),

K

处分别满足<

*c%

)<

( c%

阶连续*

证明&记

0b0!," b

.

%%

!," .

%,

!," c%

.

,%

!," c% .

,,

!,

[ ]
"

由定义 , 的性质 %"可得

0!,

%

" b+b0!,

K

"

式中#+为 , 阶单位矩阵#对0!,"求一阶导#可得

0M!," b

.M

%%

!," .M

%,

!,"

.M

,%

!," .M

,,

!,

[ ]
"

由定义 , 的性质 ,"可得

0M

f

!,

%

" b0_

f

!,

%

" b, b0

!*c%"

f

!,

%

" b(

0M

c

!,

K

" b0_

c

!,

K

" b, b0

!( c%"

c

!,

K

" b(

对式!,"关于参数 ,求 I!I

"

*c%#( c%

"

)"次导#

可以获得

P

!I"

7

!," C

$

I

-C(

<

-

I

!B

%

#B

,

"0

!-"

!,";!B

%

#B

,

"

!

P

!IV-"

!,"

!#"

分别将,

%

),

K

替换式!#"中 ,#并注意在非支撑区间

上#待变形曲线和变形后曲线表达一致#从而得#

P

!I"

7

!,

%

" bP

!I"

!,

%

"#(

"

I

"

*c%

P

!I"

7

!,

K

" bP

!I"

!,

K

"#(

"

I

"

( c%

证毕*

定理 ,&若平面上待变形曲线 P!,"为 [m>j0

!或jy_/8@曲线"#经变形矩阵变形后曲线 P

7

!,"仍

为[m>j0曲线!或jy_/8@曲线"* 即本文中的操作

方法对 [m>j0 曲线#jy_/8@曲线#变形前后保持一

致#即具备封闭性*

证明&首先将支撑区间转换为$(#%%* 借助变

换,b

,c,

%

,

K

c,

%

#于是定义在$,

%

#,

K

% 的变量 ,转换为定

义在$(#%% 的,* 在则前文定义的带平台伸缩因子

可转化成以下关于,的带平台的伸缩因子#即

.!," b

% f#

,

K

c,

%

,

,

c,

%

( ),
*

, c

,

K

c,

%

,

,

c,

%

( ),
*

&,

!

$(#

,

,

c,

%

,

K

c,

%

%

% f#&&&&&&&&&&&,

!

,

,

c,

%

,

K

c,

%

#

,

#

c,

%

,

K

c,

[ ]
%

% f#

,

K

c,( )
%

,f,

%

c,,

#

f,

K

,

K

c,

#

( ),
(

,

K

c,( )
%

% c( ),
,

K

c,

( )
#

(

&&&&&&&&&&&&&,

!

,

#

c,

,

,

K

c,

%

#[ ]%
%&&&&&&&&&&& &



















其他

!K"

若待变形曲线 P!," C

$

@

-C(

>

-

U

@

-

!," #它的控制

顶点为 >

-

#-b(# %# ,#@#探究最容易的变形
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!"#$%&#'"$(&#)*+,%&(-

!*'#%

.!,"P!,"*当,

! (#

,

,

c,

%

,

K

c,

[ ]
%

时#

.!,"P!," C

% F#

,

K

D,

%

,

,

D,

%

( ),*

, D

,

K

D,

%

,

,

D,

%

( ),[ ]
*

.

$

@

-C(

>

-

U

@

-

!," C

$

@F,*

-C(

L

-

,

-

C

$

@F,*

-C(

+

-

U

@F,*

-

!,"

倒数第 , 步是把 j8@4AG8/4 基转化成幂基表示的多

项式形式#最后一步是相反的操作* 表达式中的系

数L

-

!-b(#%#,#@f,*"和控制顶点 +

-

需要通过

基与基的转换公式以及恰当的代数计算求出* 同理

当,

!

,

#

c,

%

,

K

c,

%

#[ ]% #有

.!,"P!," C

$

@F,(

-C(

Q

-

U

@F,(

-

!,"

当,

!

,

,

c,

%

,

K

c,

%

#

,

#

c,

%

,

K

c,

[ ]
%

上#有

.!,"P!," C

$

@

-C(

"

-

U

@

-

!,"

"

-

为控制顶点*

综上所述#变形获得次数为@f, H3]!*#("的

分段jy_/8@曲线#则带平台伸缩因子的操作算法对

jy_/8@曲线具备封闭性* 类似可证变形操作对

[m>j0曲线具备封闭性*

-,-G复杂变形

,=,=%&周期变形

为了获得更加丰富美观的曲线形状#对平面上

的参数曲线借助平移)压缩的算法能够产生周期变

形#即只要将式!,"中的带平台伸缩因子 .!,"进行

以下修改*

定义 #&设*#(#T为正整数# 记第 -个支撑区

间的左端点为+,

-%

-#右端点为+,

-K

-#若距离均匀分

布#则距离参数 7

-

b

,

K

c,

%

T

#-b%#,#T#且 ,

-%

b,

%

f

!-c%"7

-

#,

-,

b,

-%

f

7

-

#

#,

-#

b,

-%

f

,7

-

#

#,

-K

b,

%

f-.7

-

#定

义分段函数为

&

x

!," b

,c,

-%

,

-,

c,

-%

.

,,

-,

c,c,

-%

,

-,

c,

-

( )
%

*

&,

!

$,

-%

#,

-,

%

%&&&&&&&&&&,

!

$,

-,

#,

-#

%

,c,,

-#

f,

-K

,

-K

c,

-#

.

,

-K

c,

,

-K

c,

-

( )
#

(

&,

!

$,

-#

#,

-K

%

(&&&&&&&&&&















其他

!-"

则称.

x

!," b% f# &

x

!,"为$,

%

#,

K

%上周期为
,

K

c,

%

T

的平

台伸缩因子*

类似式!,"#变形后曲线=

7

!,"为

=

7

!," b

C

!!P!," c$M" f$M !)"

式中

C

!b$B

%

#B

,

%

C

0;$B

%

#B

,

%

!

C

0b

.

x

%%

.

x

%,

c%

.

x

,%

c% .

x









,,

一般情况下#取

$

T

-C%

7

-

C,

K

D,

%

#,

%%

C,

%

#,

-%

C,

%

F

$

-D%

EC%

7

E

!-C,#,#

T"# ,

-K

C,

%

F

$

-

EC%

7

E

#,

-,

"

,

-#

!

!,

-%

#,

-K

"#-C%#,#T#

此时.

x

!," 为$,

%

#,

K

% 上周期为T的随机平台伸缩因

子* 变形后曲线表达式类似式!)"#可以产生不规

则的非周期变形*

,=,=,&连续变形

对待变形曲线共进行I次变形#设第-!%#,#,#

I"次变形中心为任意一点 $M

-

#变形的方向为任意两

个线性不相关的单位向量 B

-%

#B

-,

#支撑区间为$,

-%

#

,

-K

%#从而变形矩阵可表示为

!

-

b$B

-%

#B

-,

%0

-

;

-

$B

-%

#B

-,

%

!

!-b%#,#,#I"

式中#;

-

b!B

-%

#B

-,

"

c%

$!B

-%

#B

-,

"

!

%

c%

#将这I次变形

叠加起来#那么变形后的曲线 =

7

!,"与待变形曲线

=!,"满足递推关系

=

7#-

!," b!

-

!=

7#-c%

!?" c$M

-

" f$M

-

!X"

特别的=

7#(

!," b=!,"* 当$M

-

统一成点$M时#变形前

后曲线间具备关系式为

=

7

!," (C

9

I

-C%

! )-

!=!," D$M" F$M !+"

-,JG方法的几何意义

设>

%

#>

,

为线性无关的单位向量#$M为平面上任

意一点#曲线上的每点 =!,"在新坐标系$$M#>

%

#>

,

%

下的坐标为!>

%

#>

,

"

!

#可得 =!," c$Mb>

%

>

%

f>

,

>

,

*

若记变形矩阵!b!7

-E

"

, ,̂

#那么

=

7

!,"D$MC

$

,

-C

(
%

$

,

EC%

7

-E

>)E

>

-

C$>

%

#>

,

%!$>

%

#>

,

%

!

可见#式!,"所表达的几何意义是&待变形曲线位于

支撑区间内的每一点=!,"在仿射坐标系$$g#>

%

#>

,

%

下对向量=!," c$M进行仿射变换#得到对应的坐标
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为$>

%

#>

,

%

!

#此时变换矩阵就是变形矩阵!*

-,/G变形与控制

不同的变形矩阵!将获得不同的变形效果*

%"改变 #

--

#!-b%#," 的大小#变换 #

--

!-b%#

,"的符号#分别改变曲线伸缩的长短与曲线变形

指向*

,"*#( 的大小可调节变形曲线在 ,

%

#,

K

处的光

滑度# *#(越大#变形前后曲线越靠近*

#"改变$M#即改变曲线的相对变形中心*

K"峰值区间依赖于 ,

,

#,

#

取值#当 ,

,

&

,

#

时#峰

值区间依赖,

#

c,

,

的值'当 ,

,

b,

#

时#希望变形幅度

最大的点在,

,

处取到#峰值点依赖,

,

的取值*

-"改变,

%

#,

K

的值#形变发生区间受到了限制#

从而可以按照用户要求进行整体与局部变形*

)"改变B

%

#B

,

#变形方向受到了控制#从而能够

按照用户要求的方向进行变化*

X"改变 #

%,

或 #

,%

#曲线沿B

%

或B

,

进行剪切变形*

+"根据,

,

#,

#

取值相同与否#可获得区间峰值或

单点峰值变形*

-,OG数值实例

采用 P

%

!," b!TEA,#A/4 ,"#,

!

$(#,

"

%为例#展

现取不同的调控参数获得的各种变形结果* 图 , 表

明参数*#(能够调节变形曲线在,

%

#,

K

处的光滑度'

图 # 展示改动$M#控制曲线变形中心的效果图#虚线

展现以!(#("为变形中心#实线展现以!(=-#(=-"为

变形中心*

图 ,&改变*#(的效果

\/5=,&!28D8JE@H3G/E4AF/G2 T2345/45EJ*#(

图 K 展现对峰值域大小的进行调控#图 - 展现

改变峰值点的效果*

图 ) 展现 #

,,

取值不同能够调控曲线伸缩的长

图 #&变动$的效果

\/5=#&!28D8JE@H3G/E4AF/G2 T2345/45EJ$

图 K&峰值域改变的效果

\/5=K&!28D8JE@H3G/E4AF/G2 T2345/45EJ/4G8@?3CS83I

图 -&峰值点改变的效果

\/5=-&!28D8JE@H3G/E4AF/G2 T2345/45EJS83I

短与曲线变形指向效果图' 图 X 展现不同变形方向

图 )&不同 #

,,

的效果图

\/5=)&!28D8JE@H3G/E4AF/G2 T2345/45EJ#

,,
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的变形结果#实线表示沿笛卡儿方向的变形#虚线展

现沿B

%

b

c%

槡,
#

%

槡
[ ]

,

!

#B

,

b

%

槡,
#

%

槡
[ ]

,

!

变形* 图 + 展

现 #

%,

或 #

,%

能够调节曲线沿 B

%

或 B

,

进行剪切的效

果图*

图 X&沿B

%

#B

,

方向变形

\/5=X&!28D8JE@H3G/E4A3CE45B

%

#B

,

D/@8TG/E4A

图 +&沿B

%

#B

,

方向剪切

\/5=+&!28A283@/458JJ8TGA3CE45B

%

#B

,

D/@8TG/E4A

图 $ 和图 %( 分别展现周期变形#前者最值在区

间取得#后者最值在点与区间取得'图 %% 展现对

jy_/8@曲线!虚线"进行变形#画出更加流畅的字母

!!虚线与实线组合"'图 %, 展现对 j样条曲线!虚

线"的变形#获得形如1小鱼2曲线!实线"'

四叶草=

,

!," b!TEA!,,"TEA!K,"#A/4!,," ^

TEA!K,""# ,

!

$(#,

"

%图 %# 展现了形变发生区间受

图 $&周期变形效果 %

\/5=$&"8@/ED/TD8JE@H3G/E4 8JJ8TGAE48

图 %(&周期变形效果 ,

\/5=%(&"8@/ED/TD8JE@H3G/E4 8JJ8TGAGFE

图 %%&字母102变形

\/5=%%&!28D8JE@H3G/E4 EJ102

图 %,&1小鱼2曲线

\/5=%,&1\/A22 T;@?8

图 %#&支撑区间调控

\/5=%#&!28TE4G@ECEJG28A;SSE@G/4G8@?3C

到了限制#从而可以按照用户要求进行整体!实线"

与局部变形!虚线"*

-,.G实际生活中的应用

本文算法在几何造型)N'7LN'h)计算机动画

等相联系的领域有很强的使用价值#系统采用

[m>j0曲线!而 jy_/8@曲线是 [m>j0 曲线特例"#

由定理 % 可知本文算法对 jy_/8@曲线和 [m>j0 曲
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线具备封闭性#变形后的曲线能够很好地与现有造

型统兼容'在陶瓷工艺外形设计#商标等设计中#为

了得到一些艺术效果#可采用周期变形的算法#得到

如图 %K 中的花瓣)小蜜蜂)四叶草造型* 在艺术广

告的创作时#可以从人们审美的角度设计出形似轮

齿的样子的图形#见图 %-'对圆周曲线运用本文算

法#可以模拟混泥土骨料的轮廓线#见图 %)* 从图

%K 中可以看出1多边形2的轮廓是弯曲的#从而能够

较好吻合实际的碎石骨料#且还知道每一块骨料的

参数方程*

图 %K&艺术品设计造型

\/5=%K&78A/54 34D HED8C/45AEJ3@GFE@IA

图 %-&齿轮曲线

\/5=%-&!28A23S8AEJG28583@T;@?8A

图 %)&骨料轮廓线模拟

\/5=%)&!28A/H;C3G8D 355@853G8TE4GE;@C/48A

JG空间上平台伸缩因子与实例

J,HG数学模型

设=!," b$2!,"#6!,"#:!,"%

!

!,

!

$+#Q%"为空

间上满足<

)

!)

'

%"类曲线#支撑区间为$,

%

#,

K

%#取空

间上任意一点$M!2

(

#6

(

#:

(

"为变形中心#令.

-E

!," b

% f#

-E

&!,"!-#Eb%#,##"#;b$B

%

#B

,

#B

#

%

c%

$$B

%

#B

,

#

B

#

%

!

%

c%

#则

0b

.

%%

.

%,

c% .

%#

c%

.

,%

c% .

,,

.

,#

c%

.

#%

c% .

#,

c% .











##

&&被称作伸缩矩阵#!b$B

%

#B

,

#B

#

%0;$B

%

#B

,

#

B

#

%

!

被称作变形矩阵* 方向向量 B

%

#B

,

#B

#

是线

性不相关的#当 B

%

b$%#(#( %

!

#B

,

b$(#%#( %

!

#

B

#

b$(#(#%%

!

#有 !b0* 将 !作用于 =!," #变

形后的曲线参数表达式 =

7

!,"和 =!,"满足&

=

7

!," b!!=!," c$M" f$M !$"

定理 #&在!的作用下得到的 P

7

!,"在,

%

#,

K

处
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分别满足<

*c%

#<

( c%

阶连续*

定理 K&本文中的操作方法对空间 jy_/8@曲

线#[m>j0曲线变形前后的曲线类型保持一致#即

具备封闭性*

定理 # 和定理 K 的证明类似于前文定理 % 和定

理 , 的证明*

改变和控制空间上参数曲线形状的算法几

乎与改变和控制平面上曲线变形的算法相同#因

此#它的周期变形#叠加变形在这就不再详细的

论述*

J,-G实例展示

为了展现本文算法对空间曲线的变形效果#以

=

#

!," b$TEA,#A/4 ,#,%

!

#=

K

!," b$,,TEA!#,"#

,A/4!#,"# c,

%=+X-

%

!

两条曲线为例#!,

!

$(#,

"

%"*

图 %X 展现 #

##

取值不同能够调控曲线伸缩的长短与

曲线变形指向效果图'图 %+ 展现 ,

,

#,

#

的不同取值#

能够使带平台的伸缩因子在区间或点上取到最大值

的变形效果图'沿B

#

剪切见效果见图 %$'图 ,( 模拟

蛇爬行时抬头'图 ,% 表示对空间 jy_/8@曲线!红

线"进行变形#画出更加优美的字母 0!绿线"'图 ,,

表示对空间j样条曲线!虚线"的变形#获得形如字

母H!实线"曲线*

图 %X&#

##

对变形方向及幅度的控制

\/5=%X&!28TE4G@ECC/45EJD8JE@H3G/E4 D/@8TG/E4 34D

3HSC/G;D8F/G2 @8AS8TGGE#

##

图 %+&不同峰值的效果

\/5=%+&!288JJ8TGAEJD/JJ8@84GS83IA

图 %$&沿B

#

剪切

\/5=%$&0283@/453CE45B

#

D/@8TG/E4

图 ,(&模拟1蛇2抬头

\/5=,(&0/H;C3G/E4 EJ1A43I82 @3/A/45283D

图 ,%&变形实施在空间多项式基曲线上

\/5=,%&78JE@H3G/E4 T;@?8/4 AS3T8SEC̀4EH/3CB3A/A

图 ,,&变形实施在空间j样条基曲线上

\/5=,,&78JE@H3G/E4 /HSEA8D E4 G28AS3T8EJj*ASC/48T;@?8

/G结G论

本文算法的几何本质是逐点进行仿射变换#即

相应空间中线到线的映射* 算法依次定义了平台伸

缩函数)平台伸缩因子#接着运用伸缩因子构造变形
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矩阵并用它乘待变形参数曲线的表达式#进而获得

满足用户期待的各种形状的曲线* 与文献$%*%#%比

较&%"伸缩函数为简单多项式函数#数学背景简单#

只需拥有基本的数学知识就可以操作',"数值实例

可以看出调控参数具备显而易见的几何意义#可以

获得丰富多彩的曲线与轮廓线'#"从伸缩函数的定

义可以看出待变曲线仅在支撑区间内进行变形#在

支撑区间外#待变形曲线保持原样#这样能够精确地

掌控变形范围* 与文献$%K*%+%比较&%"伸缩因子不

仅能在单点处或区域上达到最大值#而且在特殊情况

下具有对称性',"本文算法不仅可以用于一般的平面

与空间参数曲线#还可以用于自由型曲线#扩大了适

用范围'#"变形操作对 N'7LN'h中的主流参数曲

线((([m>j0和jy_/8@曲线具备封闭性#无需运用

逼近算法对变形后的曲线进行转化#方便使用且大大

降低了计算量'K"可以获得含尖点与角点的曲线且能

够对不规则物体的轮廓线进行模拟* 本文算法也有

不足之处#即伸缩函数峰值区间的两端点处仅满足连

续性条件#并不可导* 然而正是由于这种不足#极大

丰富了本文算法的变形效果#产生诸如含各类角点)

尖点的形似齿轮曲线等* 可见#在实际设计中#对有

缺陷的算法也可以适当借鉴#发现其积极的一面*
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