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第一作者简介!许建楼!%$XX(&"#男#,(%# 年于西安电子科技大学理学院获应用数学专业博士学位#主要研究方向为图像处理中的变分
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二阶总广义变分小波修复模型

许建楼! 郝岩! 张冀
河南科技大学数学与统计学院# 洛阳&KX%(,#

摘&要! 目的&针对全变分小波修复模型易导致阶梯效应的缺陷#提出一种加权的二阶总广义变分小波修复模型*

方法&不同于全变分小波修复模型#假设的新模型引入二阶导数项且能够自动地调解一阶和二阶导数项* 另外#

为有效地利用图像的局部结构信息#新模型引入了权函数#它既能保护图像的边缘又增强光滑区域的去噪能力* 为

有效地计算新模型#利用交替方向法将该模型变为两个子模型# 然后对两个子模型分别给出相应的理论和算法推

导* 结果&相比最近基于全变分正则小波修复模型!平均信噪比#平均绝对误差及平均结构相似性指标分别为

,%=++K K#)=+-X +#(=+,X ,"#新模型得到更好的修复效果!平均信噪比#平均绝对误差及平均结构相似性指标分别

为 ,,=#%# +#)=),) %#(=+#% +"* 结论&与全变分正则相比#二阶总广义变分正则更好地减轻阶梯效应* 目前# 国

内外学者对该问题的研究取得一些结果* 由于原始*对偶算法需要较小的参数#所以运算的速度较慢#因此更快速

的算法理论有待进一步研究* 另外#该正则能应用于图像去噪)分割)放大等方面*

关键词&全变分'总广义变分' 图像修复'交替方向法'原始*对偶算法*
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H8G@/T8]G84A/E4A3GG28BE;4D3@/8AP!28C8?8CEJF3?8C8GD8TEHSEA/G/E4 F3A## 34D G28CEFJ@8Z;84T̀ F3?8C8GTE8JJ/T/84GA

F8@8CEAG@34DEHC̀P:83DESG8D 3A/543C*GE*4E/A8@3G/E/4 D8T/B8CA# H834 3BAEC;G8D8?/3G/E4 8@@E@# 34D AG@;TG;@3CA/H/C3@/G̀

GE8?3C;3G8G28Z;3C/G̀EJG28@8AGE@3G/E4 /H358PW]S8@/H84G3C@8A;CGAA2EFG23GTEHS3@8D F/G2 8]/AG/45AG3G8*EJ*G28*3@G3C5E*

@/G2HA# G2848FHED8C/AHE@88JJ8TG/?8/4 F3?8C8GDEH3/4 /4S3/4G/4534D /AT3S3BC8EJEBG3/4/45B8GG8@/4S3/4G/45@8A;CGAJE@

T8@G3/4 AHEEG2 /H358AP

E'* 9$%(6& GEG3C?3@/3G/E4' GEG3C5848@3C/_8D ?3@/3G/E4' /H358/4S3/4G/45' S@/H3C*D;3C3C5E@/G2H

FG引G言

图像修复是图像处理的基本问题之一# 其基本

思想是利用图像中已知的信息来修补缺损的部分并

满足人们的视觉*

变分偏微分方程!"7W"

$%*X%

等方法在图像处理

中得到广泛的应用* 在图像域修复中#文献$%%首

先提出一种基于信息传输的图像修复模型#该模型

利用各向异性扩散的沿边缘方向传输不同的图像信

息以修复目标区域* 文献$,*#%在此研究的基础上

分别提出了总体变分!!M"修复模型及曲率驱动扩

散模型!N77"#由于"7W的修复模型具有一个共同

的缺点# 就是在扩散过程中不能保持图像的纹理信

息# 只能用于小区域非纹理图像修复# 若待修复的目

标区域较大时# 则修复结果会产生一定的模糊# 引起

很大的失真#所以后来产生非局部的图像修复方法*

变换域修复与图像域修复不同#它是修补变换

域丢失的系数#而这些系数对应的区域是不确定的*

变换域修复的方法如小波域修复
$+*%%%

等* 特别地#

当新的图像压缩标准 O"WR,((( 发布以后# 小波方

法已被广泛地应用在图像处理中#许多图像根据小

波系数而被存储* 这样在存储和传递的过程中#一

些小波系数可能被丢失和中断#那么修复丢失的小

波系数显得非常的重要* 由此文献$+%利用梯度下

降法研究了基于 !M的小波修复模型#目的是为了

在修复的同时保护图像的边缘* 由于梯度下降法需

要用较小的时间步长来保证算法的收敛性#因此运算

的速度相对较慢* 为了提高运算的速度#文献$$%引

入一个辅助变量#利用交替方向法把原问题变为两个

相关的子问题* 最近文献$%(%又利用原始(对偶算

法又进一步改进了修复的速度* 众所周知#!M正则

产生阶梯效应* 文献$%%%利用非局部的!M正则得

到较好的修复效果#然而修复的速度比较慢*

最近# j@8D/8A等人
$%,%

提出了一种新的数学概

念#即总广义变分!!RM"* 与通常的!M不同# !RM

正则不但保护图像的边缘而且在远离边缘的区域引

进了高阶的导数* 理论分析和实验结果表明# !RM

不但能够去除阶梯效应# 而且还具有良好的保边性

能* 由于一阶的!RM变为!M# 因此它是!M的继承

和发展#目前它正受到越来越多的关注
$%,*%K%

*

利用!RM的性质# 提出一种新的变分小波修

复模型# 同时给出一种有效的数值算法* 新模型不

仅能够克服传统 !M模型容易产生阶梯效应的缺
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点# 而且又能对图像的边缘进行有效的保护* 实验

结果表明#新模型的修复效果和信噪比的计算结果

比!M模型均有明显地提高*

HG基于I2的小波修复模型

首先#设 # 为噪声图像#&为观察图像#X为正

交的小波变换##)&在X下分别为

#!

!

" C

$

E#I

%

E#I

&

E#I

!2"#&E

!

S#I

!

S

,

&!

"

" C

$

E#I

'

E#I

&

E#I

!2"#&E

!

S#I

!

S

,

!%"

式中#+

&

E#I

-为正交的小波基#

"为观察图像 *的小

波系数#

!为噪声图像 #的小波系数#并有关系

'

E#I

C

%

E#I

!E#I"

!

+

( !E#I"

! #

D

{
+

!,"

式中#

#为完整的小波系数域#+是已知的小波系数

域* 小波域修复的目标就是从已知观察图像*的小

波系数恢复原始的图像*

文献$+%研究了基于!M正则的小波修复模型

H/4

"

$

,

$

E#I

(

E#I

!

'

E#I

D

"

E#I

"

,

F

(

;!

$

"

(

!M

!#"

式中#

(

E#I

b

% !E#I"

!

+

( !E#I"

!#

c

{
+

#

$是平衡参数#

"

E#I

是

恢复图像 ; 的小波系数#

$

b+

"

E#I

-* 最近文献$$*

%(%利用对偶算法和原始对偶分别对模型式!#"进

行加速*

上述方法都是研究具有 !M正则的小波修复模

型# 所以它的数值格式简单并且具有良好的收敛

性* 另外# !M修复模型能够在修复小波系数的同

时去除噪声# 并保持图像的边缘* 但是 !M仅能有

效地逼近分片常数函数# 因此# 在它的修复结果中

常常会出现阶梯效应*

-G本文模型及算法

-,HG本文模型

最近# !RM作为一种全新的数学框架吸引了许

多人的注意
$%,*%K%

* 与!M不同# !RM不仅具有良好

的保边性能# 而且还能在去噪过程中避免阶梯效

应* !RM的定义如下

设#)

4

D

是一个开区域# I

!

T阶!RM定义为

!RM

I

)

!;" CA;S

*

#

;D/?

I

%

D{ 2

#

(

D/?

%

%(

n

" )

%

#

%C(#,#ID }% !K"

式中#

%!

N

I

T

!

#

#,-.

I

!4

D

""#N

I

T

为I阶连续的函数

空间#,-.

I

!4

D

"为 I阶对称张量空间#

)

b!

)

(

#,#

)

*c%

" e(* 对称矩阵%的一阶#二阶散度定义为

&

!D/?

%

"

-

C

$

7

EC%

+*

-#E

+

2

E

D/?

,

%

C

$

7

-C%

+*

-#-

+

2

,

-

F,

$

,

-C%

$

EJ-

+*

-#E

+

2

-

+

2

E

!-"

%的无穷范数为

(%(

n

CA;S

2

!

(
#

$

7

-C%

*

,

-#-

!2" F,

$

7

-C%

$

EJ-

*

,

-#E

!2 )"

%G,

!)"

从!RM的定义可以看出# 当Ib% 时#!RM

I

)

b

)

(

!M*

因此#!RM实际上是通常!M的推广*

当Ib, 时#二阶的!RM为

!RM

,

)

!;" CA;S

*

#

;D/?

,

%

D{ 2

#

(%(

n

" )

(

#

(

D/?

%(

n

" )}%

!X"

另外#二阶的!RM又可变为
$%#%

!RM

,

)

!;" C H/4

+!

/0!

#

"

)

%

*

#

!

; D

&

D2F

)

(

*

#

,

!

&

"

D2 !+"

式中#/0!

#

"表示有界扭曲的向量场空间#

,

!

&

" b

%

,

!

!

&

f

!

&

!

"*

由于!RM

,

)

具有简单的表达形式!+"以及一些

优良的性质# 如保持边缘)去除阶梯效应)凸的)下

半连续的等等* 因此# 目前# 二阶!RM在实际的图

像处理应用中备受青睐
$%,*%K%

*

针对!M模型存在的问题# 结合二阶 !RM# 提

出了一种加权的二阶总广义变分小波修复模型

H/4

"

$

,

$

E#I

(

E#I

!

'

E#I

D

"

E#I

"

,

F

-

!;!

$

"" !$"

-

!;!

$

"" C H/4

&!

/0!

#

"

)

%

*

#

/!2"

!

; D

&

D2F

)

(

*

#

,

!

&

"

D2

式中#/!2"是一个非递增函数#满足&在图像的平滑

区域 /!2"

,

%#实现强平滑#去除噪声#抑制阶梯效

应'在边缘处 /!2"

,

(#防止边缘被模糊#即起到保
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边缘的作用*

与!M修复模型式!#"相比# 新模型式!$"也能

够在修复图像的同时保持图像的边缘* 当 /!2" b

%# 新模型式!$"的正则项变为二阶的!RM# 所以模

型式!$"更加一般# 它具有二阶!RM的特性* 由于

新模型式!$"能平衡低阶和高阶导数项# 函数 /!2"

具有保边的作用# 因此# 它除了具备 !M模型的优

点外# 还能在修复过程中去除阶梯效应# 这一点!M

修复模型是无法比拟的*

-,-G交替方向法

为有效地求解模型式!$"# 首先引入辅助变量

'

#使得'

b

$

#则式!$"可变为下列带约束的优化问题

H/4

"

$

,

((

!

"

D

'

"

(

,

,

F

)

!;!

$

"" 满足'

C

$

!%("

式中#

(是对角化矩阵#对角化的元素为 (

E#I

* 利用

罚函数的方法#式!%("可变为无约束的优化问题

H/4

$

#

'

$

,

((

!

"

D

'

"

(

,

,

F

.

,

($

D

'(

,

,

F

-

!;!

$

""

!%%"

式中#

.为大于 ( 的参数* 显然#当 .

,

n

#式!%%"

就变为式!%("*

对式!%%"#采用交替方向法求解

'

(F%

C3@5H/4

'

$

,

((

!

"

D

'

"

(

,

,

F

.

,

('

D

$

(

(

,

,

!%,"

$

(F%

C3@5H/4

$

.

,

('

(F%

D

$(

,

,

F

-

!;!

$

"" !%#"

式!%,"关于 #是线性的#其W;C8@*.35@3458方程为

$(

!

'

D

"

" F

.

!

'

D

$

(

" C( !%K"

即

'

(F%

C!

(

F

!

"

D%

!

("

F

!$

(

" !%-"

!

C

.

$

对式!%#"的求解#首先利用正交变换的特性可将小

波域求解的优化问题转变为像素域求解

令/

( f%

bX

c%

'

( f%

#

$

bX;#X为正交小波变换*

则式!%#"变为

$

(F%

CX3@5H/4

;

.

,

(

X!

/

(F%

D;"

(

,

,

F

-

!;" C

X3@5H/4

;

.

,

(/

(F%

D;

(

,

,

F

-

!;" !%)"

因此求解$

( f%

#只需要求解优化问题

;

(F%

C3@5H/4

;

.

,

(/

(F%

D;

(

,

,

F

-

!;" !%X"

那么$

( f%

bX;

( f%

*

式!%X"的求解利用原始(对偶算法
$%-%

# 为利

用原始(对偶算法有效地求解式!%X"#首先#根据

.8584D@8*\84T28C变换# 可得式!%X"的对偶形式为

H/4

;#

&

H3]

1

!

)#2

!

3

/

!

; D

&

#10 F/

,

!

&

"#20 F

.

,

(/

(F%

D;

(

,

,

!%+"

式中#)#3定义为

)C+1 C$>

%

#>

,

%

!

1

"

/

)

%

-

3 C 2 C

L

%%

#L

%,

L

,%

#L

[ ]
,,

(

2

(

n

" ){ }{
(

!%$"

得式!%+"的算法为

1

(#*F%

C>)$E

?

!1

(#*

F

)

!

!

-

;

(#*

D

.

&

(#*

""

2

(#*F%

C>)$E

N

!2

(#*

F

)

!

,

!

.

&

(#*

"""

;

(#*F%

C

;

(#*

F

0

D/?!1

(#*F%

" F

0./

( F%

% F

0.

&

(#*F%

C

&

(#*

F

0

!1

(#*

FD/?

1

!2

(#*F%

""

-

;

(#*F%

C,;

(#*F%

D;

(#*

.

&

(#*F%

C,

&

(#*F%

D

&

(#

















*

!,("

式中#*是内迭代次数#(是外迭代次数#>)$E

?

!1" b

1

H3]

%#

1

/

)

( )
%

#>)$E

N

!2" b

2

H3]

%#

2

)

( )
(

#D/?

1

!2"定义

见文献$%K%*

综上所述#求解模型式!$"的交替方向算法如下&

%"初始)

(

#

)

%

#*'

,"计算'

( f%

通过式!%-"'

#"通过式!,("计算 ;

( f%

b;

(#*

'

K"计算$

( f%

bX;

( f%

'

-"( b( f%'

)"直到满足停止标准*

JG数值实验

用N3H8@3H34!,-) ,̂-) 像素"# .843!,-) ^

,-) 像素"等作为测试图#用信噪比!0[>")平均绝

对误差!h'W"

$%)%

及结构相似性!00Qh"

$%X%

评价修

复图像的质量* 0[>为

0[>C%(C5

(

;

(

(

,

,

(

;

#

D;

(

(

,

,
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式中#;

#

);

(

分别为修复图和原始干净图* 00Qh越

高表明恢复图像的结构相似性越好* 函数 /!2"取

为边缘指示函数#在图像的平滑区域#/!2"

,

%#抑

制噪声'在图像的边缘处#/!2"

,

(#防止边缘被光

滑* 具体为 /!2" b

%

% fK

!

9

2

#/

( f% ,

#9

2

!2"为含

参数2的高斯滤波#K

'

( 为对比因子* 实验中Kb

(=((%#

2

b%# 内迭代次数 *b#(#终止条件为

(

;

( f%

c;

(

(

,

(

;

(

(

,

"

%(

c-

* 为了公平地比较#实验中选择

的小波均为边界对称延拓的7BX*$双正交小波
$$*%(%

*

实验 %&N3H8@3H34图像修复实验* 噪声的标准

差为 ,(# 随机丢失 K(!的小波系数* 实验参数为

.

b(=%#

!

b,#

)

%

b,#

)

(

b%#

0

b(=%#

)

b(=%* 图 %!T"

!D"分别是文献$$%和本文的修复结果* 可以看出#

新模型取得较好的视觉效果#阶梯效应明显的减少*

同时#所修复的图 %!D"边缘较好地被保护* 从表 %

可以看出#新模型的各项指标均优于文献$$%的结果#

其中 0[>比文献$$%高 (=X Dj*

图 %&N3H8@3H34 图修复实验

\/5=%&!28/4S3/4G/458]S8@/H84GJE@N3H8@3H34 /H358

表 HG实验 H中不同模型的!T4& D1K& !!QD比较结果

I:)8'HG!T4& !!QD D1K@$%(7@@'%'=&

;$('867=&?''N#'%7;'=&H

模型 0[> h'W 00Qh

文献$$% %X=+# $=X-K , (=XK) #

本文 %+=-# +=$(- + (=X)# (

&&实验 ,&.843图修复实验* .843图含有一些

纹理和细节* 噪声的标准差为 ,(#随机丢失 K(!的

小波系数* 实验参数为.

b(=%#

!

b,#

)

%

b,#

)

(

b%#

0

b(=%#

)

b(=%* 从图 ,!B"可看出#由于许多低频

的成分被丢失#观察图像有很多大的区域丢失#这样

在像素域就很难确定修复区域* 图 ,!T"!D"!8"分

别是文献$$*%(%和本文的修复结果#可以看出#文

献$$*%(%的结果含有明显的阶梯效应#本文模型

取得了较好的视觉效果#阶梯效应明显的降低*

由表 , 的具体数据知#本文算法优于文献$$*%(%

的结果*

图 ,&.843图修复实验

\/5=,&!28/4S3/4G/458]S8@/H84GJE@.843/H358
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表 -G实验 - 中不同模型的!T4& D1K& !!QD比较结果

I:)8'-G!T4& !!QD D1K@$%(7@@'%'=&

;$('867=&?''N#'%7;'=&-

模型 0[> h'W 00Qh

文献$$% %-=$% %%=+%) , (=X(+ %

文献$%(% %-=$# %%=+(- # (=X(X #

本文 %)=#) %%=,%K ( (=X,( )

&&实验 #&为了说明模型式!$"中权函数 /!2"的

重要性#在参数相同的情况下#分别对实验 % 的

N3H8@3H34图和实验 , 的.843图进行了测试* 图 #

!3"是实验 % 中的 0[>随迭代次数演化曲线图#

图 #!B"是实验 , 中的 0[>随迭代次数演化曲线

图* 从两个曲线图#可以明显的看出带权的结果优

于不带权的结果*

图 #&0[>随迭代次数演化曲线图

\/5=#&!28T;@8AEJ0[>F/G2 G28/G8@3G/E4

实验 K&文献$%(%证明了文献$%(%获得的信

噪比高于文献$$%的结果* 所以为更好地验证新模

型的实效性#下面对不同噪声和不同丢失的小波系

数情形分别与文献$%(%的结果对比* 情形 %&噪声

的标准差为 %(#随机丢失 ,(!的小波系数'情形 ,&

噪声的标准差为 ,(#随机丢失 K(!的小波系数* 结

果见表 #* 从表 # 可看出#本文模型获得的 0[>)

h'W指标均高于文献$%(%的结果'而对于大多数

00Qh值#本文算法均优于文献$%(%的结果* 所以新

算法总体上优于文献$%(%*

表 JG不同模型的!T4& D1K& !!QD比较结果

I:)8'JG!T4& !!QD D1K@$%(7@@'%'=&

;$('867='N#'%7;'=&6

图像 噪声
文献$%(%

0[> h'W 00Qh

本文模型

0[> h'W 00Qh

NETE

%( ,)P+) #P-+, (P$%, -UV-J JVO-J FVWHJ

,( ,%P+# -P$-- (P+KK --V-- OVWFX FVX/U

!ÈA

%( ,#P%% KP((- (P+$, -JV/F JVW-. FVXW.

,( %$P,( )P,#% (P+%( HWVJJ .V-.. FVXH-

"8SS8@A

%( ,,P$X )P%$# (P+)+ -JV/W OVXFJ FVXUU

,( %XP)+ %%P#+ (PXK# HXVJ. HFVJO FVU..

'/@SC348

%( ,+P%( KP(X# FVW/J -XVJ. /VFJ- (P$K%

,( ,#P+$ )PK+# (P+)X -/V-O .VJ-- FVX.X

.843

%( ,(PK- )P+-X FVXOF -HVFO .V.WU (P+KX

,( %-P$# %%P+% (PX(X H.VJ. HHV-H FVU-H

9E;A8

%( ,-P)# KP),# FVXO/ -.V-X /VOHU (P+-%

,( ,%P(( XP#)% (PXX# -HV.O UVHJF FVUUU

jE3G

%( ,,P$) )P)%, (P+$$ -JVHO .VO-O FVWF-

,( %$P,, $P$-( (PXX( HWVJU WVU.H FVUUX

W/4AG8/4

%( ,,P+K -P)-$ FVXHO -JV-. OVOXW FVXHO

,( %+PK+ +P$-( (P)++ HWV-. XV/OW FV.WX

&&注&黑体为最好结果*

/G结G论

基于全变分的小波修复模型能有效恢复图像#

然而出现阶梯效应* 为有效去除阶梯效应并较好的

恢复图像#提出一种加权的二阶总广义变分小波修

复模型* 该模型充分利用权函数的优点#在平滑的

区域去除噪声#在边缘处抑制光滑#也即是说该函数

能充分利用图像的局部信息* 相比全变分#该模型
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更好地减轻阶梯效应* 另外#为有效地求解该模型#

首先利用分裂和交替方向法将原问题变为两个对应

的子问题#然后对两个子问题分别求解* 实验结果

表明#假设的新模型取得更好的结果* 由于原始*对

偶方法需要较小的参数#运算的速度较慢#因此更快

速的算法理论有待进一步研究* 另外#二阶总广义变

分正则能应用于图像去噪)分割)放大等方面*

志谢

非常感谢文有为教授提供他们文章的代码*
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