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论文引用格式! /027#1045A1#\M9 2K8N<H0A5 >B4:9D<G G<;<D>L4WD<H9:B4?<CM:>9AM CM<D05<>B?9:;4C9:<$I%8I>9:54D>BJF4A<45G K:4LM0?H#,(%)#

,%!-"&.,Z*.#%8$李彩云#项昕#朱春钢8插值曲率线的直纹面可展设计$I%8中国图象图形学报#,(%)#,%!-"&.,Z*.#%8% $NOJ&%(8%%+#-P

Q0A8,(%)(-%.%

收稿日期!,(%.*($*#('修回日期!,(%.*%%*,.

基金项目!国家自然科学基金项目!%%-(%(ZZ#%%,Z%()("' 民用飞机专项资助项目!VI*T*,(%,*(-"' 中央高校基本科研业务专项基金项目

!Nf!%./a-Z#Nf!%-7g%%%"' 辽宁省高等学校优秀人才支持计划项目!/Ig,(%-(%("

第一作者简介!李彩云!%$+-*&"# 女# 讲师# 硕士生导师# ,(%# 年于大连理工大学数学科学院获计算数学理学博士#主要研究方向为计

算几何)计算机辅助几何设计( S*F40D&?40=95]GD9CR<G9R?5

!";;'#-%36&![4C0>54D[4C9:4D6?0<5?<T>95G4C0>5 >B2M054!%%-(%(ZZ#%%,Z%()("

插值曲率线的直纹面可展设计

李彩云%

! 项昕%

! 朱春钢,

%R大连理工大学盘锦校区基础教学部# 盘锦&%,-,,%' ,R大连理工大学数学科学院# 大连&%%)(,-

摘&要! 目的&曲率线在微分几何中起着非常重要的作用#它在曲面分析中是一个很有用的工具( 可展曲面是曲

面造型中最简单也最常用的一类曲面#目前大部分工作都是研究在给定曲面上寻找或者计算曲率线#而其反问题

研究工作较少#为此#提出一种插值曲率线的可展曲面构造方法#并进一步将它应用到曲面造型中( 方法&利用

T:<5<C标架表示直纹面的母线#根据曲线为曲面曲率线以及曲面可展的充要条件#得到直纹面的母线需要满足的关

系式( 并引入控制函数控制曲面的形状( 结果&给出了以给定曲线为曲率线的直纹面可展的具体表达式#根据可

展曲面分类分析了设计曲面为柱面)锥面和空间曲线切线面的充要条件#并给出了两个代表性的实例验证该方法

的有效性#实例结果表明#该方法不仅适用于一般参数曲线#对分段参数曲线也是有效的( 结论&利用构造性的方

法给出了插值曲率线的可展曲面的具体表达形式#并通过具体实例验证了该方法的有效性(

关键词&可展曲面'直纹面'T:<5<C标架'曲率线

Q%4.+(',/ #"0%33%$%0';/60%4"#,/)%-:#'"+:-:%0.(%',)"#$/-"#%

/0240=95

%

# 1045A105

%

# \M9 2M95A45A

,

%!8<3##$#'8<1%.<%# E-$1-. 4.15%,61+7#'=%<3.#$#&7# Y-.O1.&%,-,,%# "31.-'

,!8<3##$#';-+3(-+1<8<1%.<%6# E-$1-. 4.15%,61+7#'=%<3.#$#&7# E-$1-.&%%)(,-# "31.-

564-#/)-& 768%)-.$%/05<>B?9:;4C9:<LD4=H45 0FL>:C45C:>D<05 G0BB<:<5C04DA<>F<C:=RJC0H49H<B9DC>>D05 H9:B4?<454D=*

H0HR'G<;<D>L4WD<H9:B4?<0HH0FLD<45G B:<_9<5CD=9H<G 05 H9:B4?<F>G<D05ARV45=HC9G0<HM4;<05;<HC0A4C<G M>XC>B05G >:

?>FL9C<CM<D05<>B?9:;4C9:<B:>F4A0;<5 H9:B4?<' 0CH45C0*L:>WD<F0H:4:<R!M0HL4L<:L:<H<5CH45 4LL:>4?M >BG<H0A505A4

G<;<D>L4WD<H9:B4?<W=05C<:L>D4C05ACM<D05<>B?9:;4C9:<45G 4LLD=05A0CC>H9:B4?<F>G<D05AR9%-:'3!M<T:<5<CB:4F<0H

<FLD>=<G C><@L:<HHCM<:9D05A>BCM<:9D<G H9:B4?<R'??>:G05AC>CM<5<?<HH4:=45G H9BB0?0<5C?>5G0C0>5H>BD05<>B?9:;4C9:<

45G G<;<D>L4WD<H9:B4?<# CM<<_94C0>5HCM4CH4C0HB=CM<:9D05A?45 W<>WC405<GR!M<G<;<D>L4WD<H9:B4?<?45 W<4GQ9HC<G

BD<@0WD=W=05C:>G9?05A?>5C:>DB95?C0>5HR<%4"0-!M<L4L<:L:<H<5CHCM<?>5?:<C<<@L:<HH0>5 >B4G<;<D>L4WD<H9:B4?<R!M<

5<?<HH4:=45G H9BB0?0<5C?>5G0C0>5H4:<454D=E<G W=?D4HH0B=05ACM<G<;<D>L4WD<H9:B4?<R!M<F<CM>G 0H;4D0G4C<G W=CX>:<L*

:<H<5C4C0;<<@4FLD<HRU<H9DCHHM>XCM4CCM<F<CM>G 0HH90C4WD<5>C>5D=B>:A<5<:4DL4:4F<C:0??9:;<HW9C4DH>B>:L0<?<X0H<

L4:4F<C:0??9:;<HR='()0"4.'(!M<?>5?:<C<<@L:<HH0>5 >B4G<;<D>L4WD<H9:B4?<0H?>5HC:9?C<G W=05C<:L>D4C05ACM<D05<>B

?9:;4C9:<CM:>9AM 4?>5HC:9?C0;<F<CM>GR!M<L:>L>H<G F<CM>G 0H<BB0?0<5C45G ?>5;<50<5C# 4H;<:0B0<G W=H<;<:4D:<L:<H<5C*
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!"#$%&#'"$(#)*+,%-&.

#*'$$

4C0;<<@4FLD<HR

>%& ?'#34& G<;<D>L4WD<H9:B4?<' :9D<G H9:B4?<' B:<5<CB:4F<' D05<>B?9:;4C9:<

@A引A言

可展曲面在工程中有很广泛的应用# 它们是一

类特殊的直纹面$%%

# 可以没有伸缩)折叠或撕裂的

展开成平面( 因此# 长期以来# 在许多以金属板)

纸张)皮革和其他类似的不可伸缩的原材料产品制

造方面# 可展曲面是经常要遇到的一类最简单且重

要的曲面# 如飞机)汽车和船体的设计和制造等(

由于可展曲面在工业设计中的广泛应用# 使得

近几十年来国内外发表了大量的关于可展曲面性质

和构造的研究论文$,*Z%

( '9F455

$,% 利用张量积

3oE0<:曲面来构造可展曲面# 并使之插值于两条边

界曲线( /45A和 UvH?M<D

$#% 研究了有理 !%# ."次

3oE0<:曲面# 得到了可展有理曲面的控制网和权因

子的必要条件( 但这些方法最终得到关于控制顶点

的非线性方程# 为了克服这个问题# 2M9 和

6o_905

$-%利用射影几何中点和平面的几何对偶提出

了另外一种可展曲面设计方法( 3>GG9D9:0和 U4;4*

50

$.%利用点和平面对偶的概念给出了一种可展曲面

的表达形式( 王国瑾等人$+%利用 T:<5<C标架表示

曲面# 研究了给定曲线既为等参线又为测地线的曲

面族构造方法( \M4>等人$$%给出了一种以给定曲

线为测地线的可展曲面设计方法( /0等人$%(%研究

了插值曲率线的可展曲面构造问题(

曲率线在微分几何$%%中起着非常重要的作用#

它被广泛应用于几何设计)形状识别以及曲面绘制

等领域( 曲率线在板金加工中也有很广泛的应用#

比如当通过辊轧将一块金属板定形时# 需要将金属

板沿着主方向送到辊子中# 并根据主曲率的大小来

调整辊子的位置( 目前关于曲率线的研究已有很丰

富的成果( V4:C05

$%%%提出了主曲面的概念( 李宏坤

等人$%,%对[fU36曲面的曲率线积分进行了系统的

公式推导# 并利用 [fU36 曲面的离散法向量有效

简化了曲面第 , 基本量的计算# 加速了 S9D<:法迭

代求解曲率线微分方程的过程( 2M<等人$%#% 和

\M45A等人$%-%研究了隐式曲面的曲率线和微分几何

性质( /0等人$%.%给出了以给定曲线为曲率线的参

数曲面族的构造方法(

利用T:<5<C标架表示直纹面的母线#研究了插

值曲率线的直纹面可展条件#并引入了控制函数控

制曲面形状( 根据可展曲面分类分析了设计曲面分

别为柱面)锥面和空间曲线切线面的条件(

BA插值曲率线的可展曲面设计

BCBA曲线曲面的基本知识

对于以弧长为参数的曲线 (#6

'

(!6"# 6为弧长

参数# 称为!N!6");!9")@!6""曲线上点 F (̀!6"

T:<5<C标架# 其中N!6");!6")@!6"分别为曲线在点

F处的单位切向量# 主法向量和副法向量( 其

T:<5<C公式为

NQ!6" >K!6";!6"

;Q!6" >FK!6"N!6" ?

*

!6"@!6"

@Q!6" >F

*

!6";!6"

式中

K!6" >

NQ!6"

>

(R!6"

!%"

*

!6" >

!(Q!H"#(R!6"#(QR!6""

(R!6"

,

!,"

分别为曲线在点F处的曲率和挠率#以下要求曲线

是非直线的(

设-&!6#+"

'

-!6#+"为一曲面#若在曲面所有

点处都有-

6

i-

+

)

( 成立#则称该曲面为正则曲面(

其中-

6

和-

+

为-!6#+"关于参数 6)+的偏导数( 正

则曲面-!6#+"在一点处的单位法向量为

.!6#+" >

-

6

!6#+" @-

+

!6#+"

-

6

!6#+" @-

+

!6#+"

!#"

BCDA可展曲面设计

首先#有如下定理&

定理 %

$%)%

&曲面上的曲线为曲率线的充分必

要条件是沿此曲线的曲面法线组成一可展曲面(

给定一条空间曲线1!6"y6

'

1!6"#其中 6为弧

长参数( 接下来给出一种以曲线为曲率 1!6"线的

可展曲面构造方法( 首先构造直纹面

-!6#+" >1!6" ?+C!6"# +

&

< !-"

式中#C!6"为单位向量( 显然#曲面经过 1!6"( 不

失一般性#利用T:<5<C标架#C!6"可以表示为

C!6" >$

%

!6"N!6" ?$

,

!6";!6" ?$

#

!6"@!6"

!."
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#
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#
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#*($$

因为C!6"为单位向量#所以$

,

%

!6" c$

,

,

!6" c$

,

#

!6" %̀(

经简单计算# 曲面式!-"的单位法向量在 +̀ (

处的值为

.!6#+"

+>(

>

1Q!6" @C!6"

1Q!6" @C!6"

+>(

$

,

!6"N!6" @;!6" ?$

#

!6"N!6" @@!6"

$

,

!6"N!6" @;!6" ?$

#

!6"N!6" @@!6"

>

$

,

!6"@!6" F$

#

!6";!6"

$

,

!6"@!6" F$

#

!6";!6"

>

$

,

!6"@!6" F$

#

!6";!6"

$

,

,

!6" ?$

,

#

!6槡 "

构造曲面

-

%

!6#+" >1!6" ?+.!6#(" !)"

根据定理 %# 曲线1!6"为曲面-!6#+"的曲率线的充

要条件为-

%

!6#+"是可展的# 即

!1Q!6"# .!6#("# .Q!6#("" >

!!$

,

!6""

,

?!$

#

!6""

,

"

*

!6" ?

$

,

!6"$Q

#

!6" >( !Z"

另外# 直纹面式!-"可展当且仅当

!1Q!6"# C!6"# CQ!6"" >!N#$

%

N?$

,

;?$

#

@#

!$Q

%

FK$

,

"N?!$

%

K?$Q

,

F$

#

*

";?!

*

$

,

?$Q

#

"@" >

F$

%

$

#

K?!$

,

,

?$

,

#

"

*

?$

,

$Q

#

>( !+"

根据方程式!Z"!+"可得

$

%

$

#

K>(

如果#$

#

(̀ 则是1!6"一条平面曲线# 对应的可

展曲面为该曲线所在的平面( 以下假设 $

#

)

(# 这

时$

%

(̀#有以下定理&

定理 ,&直纹面式!-"是可展的并且以曲线

1!6"为曲率线当且仅当它可以表示为

-!6#+" >1!6" ?+!$

,

!6";!6" ?

&&&&$

#

!6"@!6""

&&&$

,

,

?$

,

#

>%

&&

*

>$Q

,

$

#

F$

,

$Q

#

!$"

式中#

*

为曲线!1!6""的挠率(

接下来给出曲面式!$"分别为柱面)锥面和空

间曲线切线面的条件#并给出简单的证明过程(

定理 #&曲面式 !$ "是柱面的充要条件为

$

,

(̀(

证明&经计算

CQ!6" >!$

,

;!6" ?$

#

@!6""Q>

F$

,

K/!6" ?!$Q

,

F$

#

*

";!6" ?

!$

,

*

?$Q

#

"@!6"

又因
*

`$Q

,

$

#

l$

,

$Q

#

且 $

,

,

c$

,

#

%̀#则 $

,

$Q

,

c

$

#

$Q

#

(̀#从而

$Q

,

F$

#

*

>(# $

,

*

?$Q

#

>(

即

CQ>FK$

,

N!6"

C!6" @CQ!6" >F$

,

$

#

K;!6" ?$

,

,

K@!6"

则曲面式!$"为柱面当且仅当

$

,

,

K>(

$

,

$

#

K>

{
(

即$

,

(̀(

定理 -&曲面式!$"是锥面当且仅当 $

,

<̀

'

#其

中<为常数#

'

为1!6"的曲率半径(

证明&记曲线式!$"的腰线为

O!6" >1!6" F

1Q-CQ

CQ-CQ

C>1!6" ?

%

K$

,

C

曲面式!$"为锥面的充要条件是OQ̀ (#经计算

OQ>

KQ$

,

?K$Q

,

K

,

$

,

,

C

则OQ̀ ( 等价于!K$

,

"Q̀ (#即 $

,

<̀

'

#其中 <为常

数#

'

为1!6"的曲率半径(

定理 .&曲面式!$"是空间曲线切线面的充要

条件是它既不满足定理 # 也不满足定理 -(

DA实A例

例 %&本例构造以圆柱螺线为曲率线的可展曲

面( 给定圆柱螺线

1!6" >!- ?>H

6

<

# -H05

6

<

# 9

6

<

"# - B(# 9

)

(

<> -

,

?9槡
,

# F槡.$$

6

$槡.$

经计算# T:<5<C标架为

N!6" >!F

-

<

H05

6

<

#

-

<

?>H

6

<

#

9

<

"

;!6" >!F?>H

6

<

# FH05

6

<

#("

@!6" >!

9

<

H05

6

<

# F

9

<

?>H

6

<

#

-

<

"

K̀

-

-

,

c9

,

#

*

`

9

-

,

c9

,

选$

,

!6" ?̀>H! l

9

-

,

c9槡
,

6c

(

(

"#其中
(

(

为常数(

若
(

(

`

$

,

# - ,̀#9̀ %#则切线曲面表示为
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#+"$$

-!6#+" >1!6" ?+C!6" >

!,?>H

槡.

.

6?+!F?>H!

槡.

.

"6"H05!

6

.

" ?

槡.

.

H05!

槡.

.

6"?>H!

6

.

""# ,H05!

槡.

.

6" ?

+!FH05!

槡.

.

6"H05!

6

.

" F

槡.

.

?>H!

槡.

.

6" @

?>H!

6

.

""#

槡.

.

6?+

,槡.

.

?>H!

6

.

""

曲面如图 % 所示(

图 %&以圆柱螺线为曲率线的切线面

T0A8%&!M<C45A<5CH9:B4?<X0CM <̂D0@4HD05<>B?9:;4C9:<

例 ,&本例构造以 , 次样条曲线为曲率线的可

展样条曲面( 设节点向量为!+

(

#+

%

#+

,

#+

#

#+

-

#+

.

#+

)

#+

Z

#

+

+

#+

$

#+

%(

" !̀(#%#,###-#.#)#Z#+#$#%("相应的 , 次

3样条基函数为

&&&P

1#,

>

!,F+

1

"

,

,

$+

1

# +

1?%

"

!,F+

1

"!+

1?,

F,"

,

?

!,F+

1?%

"!+

1?#

F,"

,

$+

1?%

# +

1?,

"

!+

1?#

F,"

,

,

$+

1?,

#+

1?#













"

1>(#1#Z

选择控制顶点为

2

(

>!(#(#("#2

%

>!%#%#("#2

,

>!##(#("#2

#

>

!-###("#2

-

>!.#,#("#2

.

>!)#-#("#2

)

>!Z###

("#2

Z

>!+#%#("

样条曲线为

*!," >

#

Z

1>(

2

1

P

1#,

!,"# ,

&

$,#+%

用*

1

!,"!,̀ %#1#)"表示这些 , 次曲线段#其

中*

%

!," >!

,

,

,

F,?

%

,

# F,

,

?.,F

%%

,

#("# ,

&

$,#

#%#

*

%

>((假设$

%

%̀#可展曲面为

-

%

!,#+" >!

,

,

,

F,?

%

,

# F,

,

?.,F

%%

,

# F+"

同样地*

,

!," !̀ l

,

,

,

c.,l

%Z

,

#,,

,

l%#,c

-#

,

# ("#

,

&

$##-%( 为了光滑地拼接相邻可展曲面#需要取

$

,

`l%#相应地可展曲面为

-

,

!,#+" >!F

,

,

,

?.,F

%Z

,

#,,

,

F%#,?

-#

,

# F+"

对曲线段

*

#

!," >!,F

%

,

# F,,

,

?%$,F

+.

,

#("

*

-

!," >!,F

%

,

#

#,

,

,

F%),?-.#("

*

.

!," >!,F

%

,

# F

#,

,

,

?,(,F)##("

*

)

!," >!,F

%

,

# F

%

,

,

,

?),F%-#("

分别取$

#

%̀#$

-

`l%#M

.

%̀#$

)

%̀#相应地可展曲

面表达式为

*

#

!,#+" >!,F

%

,

#,

,

F$,?

-.

,

# F+"# ,

&

$-#.%

*

-

!,#+" >!,F

%

,

# F

,

,

,

?),F%.# F+"# ,

&

$.#)%

*

.

!,#+" >!!,F

%

,

# F

,

,

,

?),F%.# F+"# ,

&

$)#Z%

*

)

!,#+" >!,F

%

,

#

#

,

,

,

F,,,?+## F+"# ,

&

$Z#+%

整体曲面见图 ,(

图 ,&以二次3样条曲线为曲率线的可展样条曲面

T0A8,&!M<G<;<D>L4WD<HLD05<H9:B4?<X0CM 4

_94G:4C0?3*HLD05<?9:;<
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EA结A论

本文利用T:<5<C标架表示直纹面的直母线#研

究了插值曲率线的可展曲面构造问题#给出了满足

条件的可展曲面的具体表达形式并引入控制函数控

制曲面形状( 同时#分析了设计曲面分别为柱面)锥

面以及空间曲线切线面的充要条件( 该方法不仅适

用于一般参数曲线#对分段参数曲线同样适用#通过

两个代表性实例验证了该方法的有效性#但是该方

法在处理有理曲面时需要添加额外的条件#在下一

步工作中将对其进行深入研究(
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