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%彭丰富#田良8带形状控制的自由曲线曲面参数样条%6&8中国图象图形学报#,#'-#,#!''"''-'')'-'(8&%LMJ''#8''*/.NODF8,#'-'''#&

收稿日期!,#'-)#.)'/(修回日期!,#'-)#P)#-

基金项目!广西高校数据分析与计算重点实验室基金项目资助

第一作者简介!彭丰富!'+P,$%"#男#副教授#,##P 年于中南大学获数学专业理学博士学位# 研究方向为计算机辅助几何设计* Q)A<DB'

,*P('#,-SUU$>?A

通信作者!田良#硕士研究生#Q)A<DB'CD<@BD<@FCS'(/$>?A

带形状控制的自由曲线曲面参数样条

彭丰富! 田良
桂林电子科技大学数学系#桂林%-.'##.

摘%要! 目的%样条曲线曲面的构造是工程制图中的一个重要部分* 针对双曲抛物面上参数样条曲线的构造#在

已有的研究基础上提出了一种样条方法使曲线曲面可以任意地逼近一个多边形或者一个网格* 方法%在标准四

面体内构造一个双曲抛物面#在该曲面上以基函数参数化的方法定义一种带形状参数的参数样条曲线曲面#样条

基函数通过将双曲抛物面的有理参数化进行限定#生成单参数有理样条基函数* 详细研究了样条的保形性及其端

点性质* 结果%样条曲线具有一个可变的形状控制因子#可以对曲线进行调整#能以任意精度逼近这个控制四边

形或网格* 对空间节点列#利用该样条可以生成O

,

)连续空间曲线#同样对于空间网格可以构造 O

,

)连续的拟合曲

面#它所对应的基函数可以是有理形式* 结论%实验结果表明#本文在笔者已有的研究基础上提出的参数样条曲

线可以通过重心坐标系变换适应为任意的四边形#除了空间四面体内的样条曲线#四面体退化成四边形同样可

实现*

关键词'基函数(有理样条函数(逼近样条函数(O

,

)连续

K+(6&6()(.&1&)'602-&C,)C)&&FC,).*/);&(-3'/)C(*&

":@F2:@FI1# !D<@ D̀<@F

O+/&/0 80/9-.:/,4%'A&-#,.%0/#2-#$0%&%34# O+/&/0%-.'##.# ($/07

78'1)(*1' 98:&*12;&_HBD@:>1=V:;1=I<>:D;<@ DAH?=C<@CH<=C?Ia&KL8!??WC<D@ C4:H<=<A:C:=;HBD@:>1=V:?@ C4:4G)

H:=W?BD>H<=<W?B?DE# C4:I?1==<CD?@<BW<;D;I1@>CD?@;H=:;:@C:E D@ C4D;H<H:=4<V:<>4<@F:<WB:>?@C=?B4<@EB:<@E <1@<=G

I1@>CD?@8<&1+,3&4GH:=W?BD>H<=<W?B?DE D;>?@;C=1>C:E D@ C4:;C<@E<=E C:C=<4:E=?@8M@ C4:;1=I<>:# C4:W<;:I1@>CD?@ E:)

ID@:;<H<=<A:C:=DT:E A:C4?E RDC4 C4:H<=<A:C:=;?IC4:;4<H:H<=<A:C:=;HBD@:>1=V:;1=I<>:8!4:W<;D;I1@>CD?@ ?I;HBD@:
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VD@F<@E :@EH?D@C;<=:>?@;DE:=:E8!4:>1=V<C1=:?ICR?:@EH?D@C;<=:E:=DV:E <;T:=?I?=<=<@F:?IH?D@C;8a?@;:U1:@CBG#

<O

,
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!"#$%&#'"$((#'")*%&(+

!&!#%

"@引@言

在计算机辅助几何设计!a&KL"和计算机图形

学领域中有两种定义样条曲线曲面的方法#分别是

参数和代数形式
%').&

* 后者有更多的自由度)简单的

表示和更好的几何操作特性等#但是计算相对复杂*

因此#基于生成样条曲线曲面的便利性#前者在几何

设计中成为了不可替代的方法* 与此同时#一个控

制多边形或一个网格还经常使用有理样条曲线来生

成光滑曲线曲面#用于模型重构#具有良好的逼近效

果)易于实现)具有人机交互的形状因子
%-&

等* 有

理样条曲线也成为当前 a&KL的研究的热点之一#

他们大多数侧重于研究有理多项式样条曲线#如文献

%(&介绍了一种用于等距曲线的有理样条函数#基于

一簇平面有理参数曲线提出一种构造样条的方法*

同时#曲线曲面的保形研究也是有理样条曲线的一个

重要课题
%P&

* 另外#在文献%*&中提出了一种混合有

理样条曲线* 为了产生更多光顺样条#换句话说#为

了达到O

,

)连续性#通常样条曲线!曲面"必须讨论样

条在端点!边界"乃至整个样条曲线的曲率
%+&

*

文献%'#)''&提出了一种适合四点序列的逼近

样条方法# 通过四面体及形状因子定义了一个双曲

抛物面上一类样条#这种逼近结合了代数和参数形

式的优点#但是仍有局限性#即不能任意地逼近四个

点的控制多边形* 有个直接的想法是'参照 YiTD:=

样条函数
%',&

使这类的样条可以扩展为一个自由样

条使它能够任意逼近一个四边形#并且它对应的基

函数是有理形式* 通过重心坐标系
%'/&

的变换可以

适应为任意四边形* 该方法始于代数形式#但是其

应用的是参数形式*

#@基函数

首先#定义 . 个双参数函数

$

'

!+#9" C

!' K+"!' K9"

' J!

%

K'"9

$

,

!+#9" C

%

!' K+"9

' J!

%

K'"9

$

/

!+#9" C

%

+9

' J!

%

K'"9

$

.

!+#9" C

+!' K9"

' J!

%

K'"

















9

!'"

式中#

%$

%

m

#是一个非负实数#为形状控制因子#

+#9

$

%##'&是两个参数*

. 个函数有以下性质'

'"

$

/

!+#9"

&

#!/k'#,#/#."(

,"

#

.

,C/

$

/

!+#9" C' (

/"对于任意地%

o##实际上#因为

#

.

,C/

$

/

!+#9" C'

所以$

.

是由其他 / 个函数所确定且有关系

$

,

C!

$

'

J

$

,

"!

$

,

J

$

/

" !,"

注意到曲面式!,"在M!

$

'

#

$

,

#

$

/

"的坐标系中

形成的是一张双曲抛物面#位于 . 个顶点分别为

!#####"#!'####"#!##'##"和!####'"!见图 '"的

四面体内* 式!,"可以经过式!'"进行有理参数化*

图 '%四面体内的双曲抛物面

2DF$'%&;4::C?I4GH:=W?BD>H<=<W?B?DE D@ <C:C=<4:E=?@

如果定义参数 +#9的一个函数关系 9k9!+"#

该样条形成一条曲线*

首先给出以下有关 9k9!+"函数集的定义#在

式!'"上生成样条曲线#在这里#利用文献%,&中定

义的 +#9之间的函数关系*

定义'%令-是一个函数簇#对于任意地9!+"

$

-有以下条件'

'"9!+"

$

8

,

!##'"

8

8%##'&#9!#" k9!'" k#(

, " BDA

+

)

#

m

9̀! + " k m

n

# BDA

+

)

'

l

9̀!+" k l

n

#

BDA

+

)

#

m

9̀!+"

9̀!' l+"

kl'(

/"9!+"

$

%##'&(

."存在Yo#!Y

$

%"使得

BDA

+

)

#

m

#'

l

+!' l+"9̀!+"

'

Y

-显然不为空集#这里有一个简单的例子#即

9!+" C, +!' K+槡 "#+

$

%##'& !/"

易证9!+"

$-

#它是一个半椭圆
%'.&

*

在式!'"中用 9!+"代替参数 9#然后相应的推
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!

%&

"#!

((

$#

%&(+

%

((

& ÐÑÒ

#

ÓÔ

,

ÕÖ×ØÉVÙÚÛÜÛÝhªÞß

!&!$%

导出 . 个基函数#它们分别是$

'

!+"#

$

,

!+"#

$

/

!+"

和$

.

! +" !见图 ,"* 显然#这些基函数除了具有

式!'". 个函数的性质#还具有以下性质'

'"

$

'

!#" k'#

$

'

!'" k##

$

,

!#" k##

$

,

!'" k##

$

/

!#" k##

$

/

!'" k##

$

.

!#" k##

$

.

!'" k'(

,"当%

)

m

n

#

$

'

!+"逼近弧 TM(#

$

,

!+"逼近

弧MT(#

$

/

!+"逼近弧 M=(#

$

.

!+"逼近弧 M(=!见

图 /"#M!###"#T!##'"#=!'#'"#(!'$#"#9k

9!+"

$-

#性质 /"能由式!'"直接推导得出(

图 ,%函数式!/"当%

k' 时的 . 个基函数

2DF$,%!4:I?1=W<;D;I1@>CD?@;RDC4

%

k' <@E I1@>CD?@ !/"

图 /%函数式!/"当%

k'# 时的 . 个基函数
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!@基函数构造参数样条曲线

令\

'

#\

,

#\

/

#\

.

$

%

/

是一列点#形成一个有 /

条控制边的四边形#也称为控制四边形#根据以上的

. 个基函数#为这个四面体定义了样条函数

\!+#

%

#9!+"" C

#

.

/C'

\

/

$

/

!+" !-"

式中#+是独立的参数变量#

%是式!'"的样条曲线

形状控制因子#9!+"是在 -上由定义!'"定义的函

数*

!H#@样条曲线的性质

由样条函数的定义#

%

o##9

$-

#关于 \!+#

%

#

9!+""易推导下面的结论'

'"样条曲线位于 . 个点形成的凸包内#当 %取

不同值时产生不同的样条曲线!如图 . 和图 -"(

图 .%不同%的样条曲线

2DF$.%_HBD@:>1=V:;RDC4 EDII:=:@C

%

I?=<>?@V:\U1<E=DB<C:=<B

图 -%一个非凸四边形在不同%的样条曲线
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@?@)>?@V:\U1<E=DB<C:=<B

,"样条曲线在点 \

'

有切线方向5

'

5

)99

,

#在 \

.

有

切线方向5

/

5

)99

.

* 当%足够小时#图 ( 描述了曲线端

点情形和曲线的端点曲率情形*
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图 (%

%比较小时的曲线端点和它的端点曲率
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#

(

'
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Y#得到以下引理'

引理 '%对9!+"

$-
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!+"是 9k9!+"的曲
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$
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*

!+"是有界的#则
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#两边同时除以 9̀! +"

,

#则

(

#
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!#" k#!

(

'

*

!'" k#"#从而引理得证*

!H!@端点曲率

计算(

#

!

(

'

"

3

# 时基函数端点的一阶导数和二

阶导数#计算结果记录在表 ' 和表 ,*

表 #@当.

"
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%%接下来考虑另一种情况 (
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" k##在定义 '#

因为选择样条函数的函数 9k9!+"是初等函数#因
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Y成立#下面通过求导能得到基函数端

点的导数!见表 / 和表 ."*
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%%对于一个控制四边形#通过重心坐标系能转化

为一个顶点是!#####"#!'####"#!##'##"和!####

'"的正规四面体#且当四边形共面时是一个正方

形#相应地#在文献%,&已经证明在重心坐标系和笛

卡尔坐标系中它们的曲率等值* 通过以上 . 个关于

端点的导数的表格!表 '$表 ."可知端点的一阶导

向量平行于二阶导向量#因此能得到以下关于样条

曲线曲率的的定理*

定理 '%如果 9!+"

$-

#对任意 %

o##当参数

+ k##'#样条曲线\!+#

%

#9!+""两个端点曲率是 #*

根据定理 '#选取适当的%和9!+"#端点的曲率

是不变的* 因为 . 个基函数是连续的#样条函数在

+

$

!##'"上也是连续的#易得如下曲率的有界性定理*

定理 ,%如果9!+"

$-

#9k9!+"在 +

$

!##'"上

的曲率是有界的#则对任意给定的非负%值#样条曲

线\!+#

%

#9!+""在参数 +

$

!##'"上是有界的*

上述的两个定理为样条曲线设计提供了一个方

法#且用这些曲线能拼接成一个 O

,

)连续曲线#并且

每个单位样条都是由正则四面体映射而成* 另外#.

个点可以有重合的点#拼接样条曲线的方法类似于

一般的三次 YiTD:=样条曲线
%'-&

* 这些自由样条曲

线拼接是非常直观的#因为每个样条函数端点的曲

率都是 ##所以在没有其他附加条件情况下容易实

现O

,

)连续*

!HB@平面四边形的保形性

在a&KL中#平面内用于样条曲线的应该是一

种保形凸四边形* 因为空间四边形可以仿射成一个

单位正方形#例如图 / 中的 MT=(* 不失一般性#在

空间中记M!#####"#T!##'##"#=!'#'##"#(!'###

#"#则式!-"的样条曲线就是
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.

!+" k+#则

2!+" C

"

$
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!+" J

$

/
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%

+

' J!

%

K'"9

式!("定义的平面曲线 /可以被看做点!,! +"#

2!+""#+

$

%##'&的轨迹* 通过链式法则给出表达

式8的二阶导数

E

,

2!+"

E,

,

!+"

C

E

,

2!+"

E+

,

!P"

定理 /%如果9k9!+"在集合 -和 %&

' 上是

一个凸函数#则平面曲线 8在单位正方形 MT=(上

是一个凸曲线*

证明'注意到 9k9!+"

$

8

,

%##'&是一个凸函

数#且9a

'

#* 通过式!P"可以推出'

E

,

2!+"

E,

,

!+"

C

%

%

K'

' K

'

' J!

%

K'"

[ ]
9
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%' J!
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K'"9&

,

K

,

%

!

%

K'"9̀

,

%' J!

%

K'"9&

/

'

#

从而定理得证*

即使四边形退化成一个三角形#样条曲线仍然

是凸的* 所以#当 +

$

%##'&时#在 -上应该使用凸

函数9k9!+"#在%&

' 时平面凸四边形上由这种基

函数产生的样条曲线是保凸的*

B@基函数构造参数曲面

设\

/6

$

"

/

!/#6k'#4#."在空间形成一个网格#

用这 . 个基函数去构建一个逼近样条曲面#即

"%+#V#

%

#

I

%
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I
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图 P%不同形状控制参数和函数的样条曲面

2DF$P%_HBD@:;1=I<>:;RDC4 EDII:=:@C;4<H:

4<@EB:;<@E I1@>CD?@;

式中#+#V

$

%##'&是曲面上的两个参数变量#

%和

I

%

o# 是样条曲面的两个形状控制因子#9!+"#

I

9!V"

是在-上由定义 ' 确定的函数* 图 P 是在网格%##

'#,#/& d%##'#,#/&上的 / 个样条曲面#分别为

9!+" C, +!' K+槡 "

I

9!V" C
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.;D@
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,
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图 P 说明了该种方法的逼近特点* 这种曲线拼

接方法类似于文献%'(&所描述的 YiTD:=拼接方法#

这个样条曲面的边界密切面与两个相邻的拼接曲面

共面* 对于每一个单位样条曲面端点的高斯曲率是

##对于两个相邻曲面边界上的点的高斯曲率是一致

的#且只由共同边界曲线的曲率决定* 因此#用这种

样条曲面拼接的曲面是O

,

)连续的*

图 *是 .个单位样条曲面%

kP#

I

%

k,和9!+" k

, +!' l+槡 "#

I

9!V" k

/

.;D@

!

,

( )V

!' lV槡 "拼接成

的一个O

,

)连续的曲面*

图 *%. 个样条曲面拼接的一个O

,

)连续曲面

2DF$*%O

,

)>?@CD@1DCG;1=I<>:D;;CDC>4:E WG

I?1=;HBD@:;1=I<>:;

$@结@论

在文献%'),&构造的样条曲线曲面的基础上提

出了一种带有形状因子的参数样条曲线曲面基函

数#生成单参数有理样条基函数* 依据这种基函数

构造了一个四边形的逼近曲线和 . d. 的网格曲面*

分析了它的端点及曲率的性质#这种单位样条可以

应用于空间中的一系列点或一个网格#能生成一个

没有附加条件的多自由度控制的 O

,

)连续曲线或曲

面#同时#曲线曲面有直观的几何意义* 构造曲线曲

面的方法类似于传统的YiTD:=参数化方法* 这种形

状控制的参数样条方法的关键之处是曲线曲面可以

任意地逼近一个多边形或者一个网格#除了空间四

面体#同时也适用于平行四边形*
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