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第一作者简介#严兰兰$!DEF("%!女!副教授! FG!Z 年于中南大学获数学专业博士学位!主要研究方向为计算机辅助几何设计)
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形状可调插值曲线曲面的参数选择

严兰兰! 李水平
东华理工大学理学院! 南昌"MMGG!M

摘"要# 目的"因大多数插值基函数中的参数都是全局参数!从而导致插值曲线曲面的形状无法进行局部调整)

另外!当插值曲线曲面形状可调时!也存在如何选择参数才能获得形状较为理想的曲线曲面的问题!为此给出一种

无需反求控制顶点*包含局部形状调整参数*具有显式表达式*能重构部分二次曲线曲面的插值曲线曲面构造方

法!同时给出易于使用的形状参数确定方案) 方法"基于经典 M 次 -̂04%$-插值曲线的O-0:8$-%:基函数表达形式!

将其中的O-0:8$-%:基换成已证明具有全正性的一组三角基函数!根据三角基的端点性质调整曲线表达式以保证其

插值性!然后设定插值数据点处的导向量!在其中引入参数!并保证相邻曲线段之间的连续性!得到了一种新的三

角基插值曲线) 结果"新曲线可以整理成以待插值数据点为控制顶点与一组插值基函数的线性组合形式!插值基

表达式简单!插值曲线含一组局部形状调整参数!一个参数的改变只影响一条曲线段的形状!相邻曲线段之间 R

!

连续!曲线可以重构椭圆) 根据不同目标给出了 M 种用于确定曲线中形状参数的准则!每种准则都提供了可以直

接使用的公式) 相应的插值曲面具有与插值曲线类似的性质) 结论"形状参数选取准则的给出使含参数插值曲

线曲面的设计由随意变为确定!这使得采用本文方法更易于得到满意的结果) 本文所给插值基函数的构造方法具

有一般性!可以采用相同的思路构造其他函数空间上性质类似的插值基)

关键词&分段曲线曲面'插值'三角基'形状参数'参数选择

U0$06","$'"8"&,2+%+#'50*"N0-;)',0.8"2%,"$*+80,2+%&)$<"0%-')$#0&"

Y9: &9:69:! &%Q*/%>%:C

!"##$%$"&>(+$-($! ',5)!7+-, 3-+4$*5+)6"&A$(7-"#"%6! H,-(7,-%8PP;;:P! !7+-,

9.',$0&,& :.;"&,2<"V(0$*->9094-$-08%: 4(8$(7$*-%:$-0>(69$%(: .98%87/:)$%(:890-C6(.96>9094-$-08! 0-8/6$%:C%: $*-

8*9>-(7$*-%:$-0>(69$%(: )/0=-89:5 8/079)-8)9::($.-95P/8$-5 6()966;2#: 955%$%(:! T*-: $*-%:$-0>(69$%(: )/0=-89:5

8/079)-890-8*9>-95P/8$9.6-! T-:--5 $()(:8%5-0*(T$()*((8-$*->9094-$-08$((.$9%: %5-968*9>-2V(0$*%8! $*%8>9>-0

>0(>(8-89:-T)(:8$0/)$%(: 4-$*(5 7(0%:$-0>(69$%(: )/0=-9:5 8/079)-2@*%84-$*(5 *98$*-7(66(T%:C95=9:$9C-8& %$0-<

f/%0-8:(0-=-08-)96)/69$%(: (7)(:$0(6>(%:$8! %$)(:$9%:896()968*9>->9094-$-0! %$*98-e>6%)%$-e>0-88%(:! 9:5 %$)9: 0-<

)(:8$0/)$)-0$9%: )(:%)8-)$%(:82X-968(9%4$(>0-8-:$98*9>->9094-$-08-6-)$%(: 8)*-4-$*9$)9: .--98%6;9>>6%-52

=",5+-@*-4-$*(5 %8.98-5 (: $*--e>0-88%(: (7$*-)6988%)96)/.%)̂ -04%$-%:$-0>(69$%(: )/0=-%: O-0:8$-%: .98%87(042

@*-O-0:8$-%: .98%87/:)$%(:890-8/.8$%$/$-5 .;98-$(7$0%C(:(4-$0%).98%87/:)$%(:8$*9$90->0(=-: $(.-)(4>6-$-6;>(8%<

$%=-%: $*-6%$-09$/0-2@(-:8/0-%:$-0>(69$%(: >0(>-0$;! $*--e>0-88%(: (7$*-)/0=-%895P/8$-5 9))(05%:C$($*--:5>(%:$
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>0(>-0$;(7$*-$0%C(:(4-$0%).98%82@*-5-0%=9$-=-)$(089$$*-%:$-0>(69$%(: 59$990-988%C:-5! 9:5 >9094-$-0890-%:)(0>(<

09$-5 %: $*-42@*-)(:$%:/%$;.-$T--: $*-95P9)-:$)/0=-8-C4-:$8%8968()(:8%5-0-523:-T%:$-0>(69$%(: )/0=-.98-5 (:

$0%C(:(4-$0%).98%8%8(.$9%:-52!"')8,@*-:-T)/0=-)9: .-0-9009:C-5 98$*-6%:-90)(4.%:9$%(: (7$*-%:$-0>(69$%(: 59$9

9:5 98-$(7%:$-0>(69$%(: .98%87/:)$%(:82@*-%:$-0>(69$%(: .98%8*9898%4>6--e>0-88%(:2@*-%:$-0>(69$%(: )/0=-)(:$9%:8

98-$(76()968*9>->9094-$-082@*-)*9:C-(7(:->9094-$-0)9: (:6;977-)$$*-8*9>-(7(:-)/0=-8-C4-:$2@*-95P9)-:$

$T()/0=-8-C4-:$890-R

!

)(:$%:/(/82@*-)/0=-)9: 0-)(:8$0/)$9: -66%>8-23))(05%:C$(95%77-0-:$C(96! $*0--)0%$-0%97(0

$*-8-6-)$%(: (7$*-8*9>->9094-$-090->0(=%5-5! 9:5 -9)* )0%$-0%(: *9897(04/69$*9$)9: .-/8-5 5%0-)$6;2@*-)(00-<

8>(:5%:C%:$-0>(69$%(: 8/079)-*9898%4%690>0(>-0$;T%$* $*-%:$-0>(69$%(: )/0=-2>+%&8)'2+%@*->9094-$-08-6-)$%(:

8)*-4-$09:87(048$*-5-8%C: (7$*-%:$-0>(69$%(: )/0=-T%$* >9094-$-0)*9:C-70(409:5(4$(5-$-04%:9$-2389$%879)$(0;

0-8/6$)9: .-(.$9%:-5 $*0(/C* $*%84-$*(52@*-)(:8$0/)$%(: 4-$*(5 (7$*-%:$-0>(69$%(: .98%8%8C-:-0969:5 )9: .-/8-5 $(

)(:8$0/)$($*-0.98%87/:)$%(:8T%$* 8%4%690>0(>-0$%-82

?"/ 4+$-'& >%-)-T%8-)/0=-9:5 8/079)-' %:$-0>(69$%(:' $0%C(:(4-$0%).98%8' 8*9>->9094-$-0' >9094-$-08-6-)$%(:

@A引A言

在计算机辅助几何设计$+3RJ%的实践中!经

常遇到要求构造插值曲线与插值曲面!以用于已有

曲线曲面的形状表示) 即使对于形状设计!插值方

法仍然有其实际意义) 显然大致给定位于曲线上的

一些点!要比直接给出不位于曲线上的控制顶点!更

加符合设计人员的意愿!也更容易给出) 因为在设

计人员头脑里直接考虑的是曲线的大致形状!而并

非控制多边形的形状特征"!#

)

以曲线为例!点数据插值问题通常描述为&从数

据点1

+

以及相应的参数值 2

+

出发!寻找一条曲线

在 2

+

处经过点 1

+

) 解决这个问题较传统的方式之

一是寻找一个经过这些点的插值多项式"F#

) 尽管

插值多项式总是存在!例如&9C09:C-插值!但高次多

项式插值可能会出现震荡!即产生龙格现象) 另外!

多项式插值不具备 +3RJ中较为重要的局部形状

控制能力) 为了避免这些不足!采用分段低次多项

式插值是一个较好的选择) 在+3RJ中最常用的 M

次O样条曲线!具有许多利于形状设计的优良性

质!例如局部控制性*自动光滑性!但遗憾的是它不

经过任何控制顶点) 为了寻找插值给定点集的 M 次

O样条曲线!需要解方程组来反求控制顶点) 这种

方法不仅计算复杂!而且一个数据点的变动就会造

成反求过程的重新进行!导致整条 O样条曲线的全

局改变) 换句话说!虽然 O样条曲线具有的良好局

部性*逼近性!但基于它的插值曲线却不再具备相应

于数据点的局部形状控制性)

除了多项式插值以外!也有学者提出了一些非

多项式插值方法!例如插值细分方案"M<Z#以及插值

型几何迭代法"N<D#

) 细分方法适用于任意拓扑结

构!几何迭代法具有明确的几何意义!这两种方法都

具有数值计算稳定*易于编程实现等优点) 然而美

中不足的是!在细分方法和几何迭代法中!极限曲线

曲面的显式表达式难以给出) 还有学者通过构造有

理插值样条来实现插值"!G<!I#

!并对插值曲线的保形

性进行分析) 另外还有一些文献直接构造端点性质

特殊的调配函数"!H<!E#

!称为插值基函数!以待插值

数据点为控制顶点与基函数做线性组合来生成插值

曲线和插值曲面) 构造有理插值样条和插值基函数

的方法都可以有效防止龙格现象的发生!并且可以

避免反求控制顶点的运算)

在采用构造插值基函数来定义插值曲线曲面的

方法中!很多插值基函数都含形状参数!这为最终的

插值曲线曲面提供了形状调整的能力) 但注意到大

多数插值基函数中的参数都是全局参数!这导致插

值曲线曲面的形状无法进行局部调整) 另外!当插

值曲线曲面形状可调时!到底选择什么参数才能获

得形状较为理想的曲线曲面呢2 对于这个问题!很

少有文献展开讨论)

为此本文提出一种构造含局部形状调整参数的

插值曲线和插值曲面的方法!同时给出形状参数的选

取准则!以保证插值曲线曲面的形状不仅局部可调!

而且有实用的参照标准用以控制曲线曲面的形状)

BA插值基函数

BDBA基函数构造思路

在众多函数类型中!多项式函数计算最简单!但
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在+3RJ中!用三角函数作为基函数可以扩大曲线

曲面的形状表示范围!因此本文考虑用三角函数来

构造插值曲线曲面)

文献"!D#构造了一种带一个形状参数的 M 次

三角多项式曲线!作为其特例!该文献还给出了一种

M 次三角Osa%-0曲线!其基函数为

A

G

$)% F$! G5%

F

$! G

)

5%

A

!

$)% F5$! G5%$F L

)

G

)

5%

A

F

$)% F($! G(%$F L

)

G

)

(%

A

M

$)% F$! G(%

F

$! G

)

(










%

$!%

式中! 5& F8%:$)%!(& F)(8$)%!)

(

"G!

#

F

#!

)(

"GF!!#)文献"FG#将式$!%中 A

F

$)%和 A

M

$)%表达

式中的参数
)

改为
,

!从而将式$!%扩展为含两个参

数的基函数) 文献"F!#证明了当
)

!

,(

$ pF!!#

时!扩展后的基函数形成三角函数空间 A

)

!

,

& F

Q>9:+!!5

F

!$! G5%

F

$! G

)

5%!$! G(%

F

$! G

,

(%, 中

的最优规范全正基)

对于式$!%所给基函数!

)

的取值决定其次数!

当
)

iG 时次数最低!计算最简单) 在式$!%中取

)

iG!得到一组固定的 F 次三角基函数

A

G

$)% F$! G5%

F

A

!

$)% FF5$! G5%

A

F

$)% FF($! G(%

A

M

$)% F$! G(%










F

$F%

为了方便!将式$F%所给基函数称为@<Osa%-0基)

@<Osa%-0基具有非负性*规范性*对称性!其在

定义区间端点处的函数值*导数值为

A

+

$G% F

! +FG

G +F!!F!

{
M

A

+

#( )
F

F

G +FG!!!F

! +F

{
M

AJ

+

$G% F

GF +FG

"F +F!

"G +FF!

{
M

AJ

+

#( )
F

F

"G +FG!!

GF +FF

"F +F

{
M

$M%

由文献"F!#中的结论可以推知 @<Osa%-0基为函数

空间

A& FQ>9:+!!5

F

!$! G5%

F

!$! G(%

F

,

中的最优规范全正基) 因此由 @<Osa%-0基定义的曲

线和Osa%-0曲线一样具有较好的保形性!可以很好

的模拟控制多边形的形态)

经典的 M 次 -̂04%$-插值不仅可以插值点数

据!而且还可以插值数据点处的导向量数据) 先考

虑最简单的情形!给定两个点1

G

和 1

!

!两个导向量

2

G

和2

!

!设置)

G

iG 和)

!

i!!可以找到一条 M 次多

项式曲线 3$)%插值这些数据!即满足 3$G% i1

G

!

3$!% i1

!

!3J$G% i2

G

!3J$!% i2

!

!曲线3$)%可以写

成 M 次Osa%-0曲线形式

3$)% F1

G

]

M

G

$)% L$1

G

L

!

M

2

G

%]

M

!

$)% L

$1

!

G

!

M

2

!

%]

M

F

$)% L1

!

]

M

M

$)% $I%

式中! ]

M

+

$)% F

M3

+3$M G+%3

)

+

$! G)%

MG+

$+FG!!!F!M%

为 M 次O-0:8$-%:基函数)

注意到@<Osa%-0基和 M 次O-0:8$-%:基函数在性

质上的相似性!考虑将式 $I % 中的基函数换成

@<Osa%-0基!用三角函数来构造插值曲线)

同样考虑两个点 1

G

和 1

!

!两个导向量 2

G

和

2

!

!设置)

G

iG 和)

!

i

#

F

) 由式$M%所给 @<Osa%-0基

的端点信息可知!曲线

4$)% F1

G

A

G

$)% L$1

G

L

!

F

2

G

%A

!

$)% L

$1

!

G

!

F

2

!

%A

F

$)% L1

!

A

M

$)% $H%

满足 4$G% F1

G

! 4$

#

F

% F1

!

!4J$G% F2

G

!4J$

#

F

% F

2

!

!即 4$)%插值于点数据以及对应的导向量数据)

现在考虑一般情形) 给定点数据 1

I

!导向量数

据2

I

!以及对应的参数数据 2

I

!其中 Ii!!F!-!-)

将式$H%扩展!可得插值于以上数据的分段曲线的

第+段为

5

&

$2% F4

&

+

$)% F1

+

A

G

$)% L$1

+

L

7

+

#

2

+

%A

!

$)%L

$1

+L!

G

7

+

#

2

+L!

%A

F

$)% L1

+L!

A

M

$)% $Z%

式中!2

(

" 2

+

!2

+o!

#!)i

#

F

0

2 p2

+

7

+

!7

+

i2

+o!

p2

+

!

+i!!F! -!- p!) 容易验证曲线 5

&

$ 2%整体 +

!

连续)

曲线 5

&

$2%的位置*形状是固定的!若希望其
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形状可调!则需要在其中加入调节参数) 加入参数

的途径可以是在端点位置*端点切向量处加入) 但

要想使曲线无论怎样调节!都具有插值性!则曲线的

端点位置必须固定!因此只能考虑在端点切向量处

加入调节参数)

当曲线中含有调节参数时!通常希望可以依据

一些准则来帮助确定比较合适的参数) 由于插值曲

线是分段构造的!为了方便!希望准则也是分段给出

的) 而准则依赖于各段控制顶点的坐标!这样一来!

不同段计算出的参数一般不一样!因此曲线中的调

节参数必须是局部的) 若希望含有局部调节参数的

插值曲线依然整体+

! 连续!则每一段中至少应包含

两个参数) 以第 +段为例!该段涉及两个决定切向

量的数据2

+

和2

+o!

!若在 2

+

中加入了局部调节参

数
'

+

!则2

+o!

中必须加入参数
'

+o!

) 但注意到准则

的局部性!第+段计算出的
'

+o!

可能与第 +o! 段计

算出的
'

+o!

并不相同!所以依据准则分段确定参数

取值的方式往往无法保证曲线整体 +

! 连续$更高

阶的参数连续性也是如此%!因此只能将参数连续

松弛为几何连续)

根据上述分析!同时考虑到计算的方便性!在每

一段中设置一个局部形状参数!保持插值曲线整体

R

! 连续) 为此!最简单有效的方式是在第 +段插值

曲线中将2

+

和 2

+o!

分别设置为
'

+

$1

+o!

p1

+p!

%和

'

+

$1

+oF

p1

+

%!其中参数
'

+

kG) 由于是几何连续!

所以不用考虑整体参数与局部参数之间的变换带来

的系数!因此可以将式$Z%中2

+

和2

+o!

前面的系数

改为式$H%中2

G

和2

!

前面的系数) 即设插值曲线

的第+段为

5$2% F4

+

$)% F

1

+

A

G

$)% L"1

+

L

!

F

'

+

$1

+L!

G1

+G!

%#A

!

$)% L

"1

+L!

G

!

F

'

+

$1

+LF

G1

+

%#A

F

$)% L

1

+L!

A

M

$)% $N%

式中!2

(

"2

+

!2

+o!

#!)i

#

F

0

2 p2

+

7

+

!7

+

i2

+o!

p2

+

!+i

!!F! -!- p!)

BDCA基函数及其性质

为了便于分析插值曲线性质!将式$N%整理成

插值数据点与插值基函数线性组合的形式!结

果为

4

+

$)% F1

+G!

G

!

F

'

+

A

!

$)[ ]% L

1

+

A

G

$)% LA

!

$)% L

!

F

'

+

A

F

$)[ ]% L

1

+L!

!

F

'

+

A

!

$)% LA

F

$)% LA

M

$)[ ]% L

1

+LF

G

!

F

'

+

A

F

$)[ ]% *

1

+G!

H

+!G

$)% L1

+

H

+!!

$)% L

1

+L!

H

+!F

$)% L1

+LF

H

+!M

$)% $E%

式中!函数组+H

+!G

$)%!H

+!!

$)%!H

+!F

$)%!H

+!M

$)%,称

为
'

插值基函数) 由式$F%$E%可得
'

插值基函数

的表达式为

H

+!G

$)% FG

'

+

5$! G5%

H

+!!

$)% F(

F

L

'

+

($! G(%

H

+!F

$)% F5

F

L

'

+

5$! G5%

H

+!M

$)% FG

'

+

($! G(










%

$D%

式中! 5&F8%:$)%!(&F)(8$)%!)

(

"G!

#

F

#!

'

+

RG)

易知
'

插值基函数具有以下性质&

!%规范性!

#

M

IFG

H

+!I

$)% F!)

F%对称性! H

+!I

$

#

F

G)% FH

+!MGI

$)%! IFG!!!

F!M)

M%端点性质!在定义区间的端点处!有

H

+!I

$G% F

! IF!

G IFG!F!

{
M

H

+!I

#( )
F

F

G IFG!!!M

! IF

{
F

HJ

+!I

$G% F

G

'

+

IFG

'

+

IFF

G IF!!

{
M

HJ

+!I

#( )
F

F

G IFG!F

G

'

+

IF!

'

+

IF

{
M

$!G%

CA插值曲线

CDBA曲线的构造与性质

在第 ! 节中!基于 M 次 -̂04%$-插值曲线的构造

方法!借助 @<Osa%-0基给出了一种具有插值性质的

曲线!如式$N%或式$E%所示) 由第 ! 节的分析可知
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"#!

"!

$#

!#"$

%

"!

& ���

!

���

%

����������5�S��

!"()%

4

+

$G% F1

+

! 4

+

#( )
F

F1

+L!

即曲线段 4

+

$)%插值于两个内控制顶点!而整条曲线

5$2%则经过除首末点以外的所有控制点)

根据以上结论!分析如何解决点数据插值问题)

给定 F 维或 M 维空间中待插值数据点 1

I

以及

对应的参数值 2

I

!其中 Ii!!F!-!-!2

!

n2

F

n- n

2

-

!并且1

!

$

1

-

) 要想构造一条光滑曲线顺序通过

所有数据点$在参数 2

I

处经过点1

I

%!可以先添加两

个辅助点1

G

和1

- o!

!然后以点1

I

$IiG!!!-!- o!%

为控制顶点定义 - p! 条曲线段

4

+

$)% F

#

M

IFG

H

+!I

$)%1

+LIG!

$!!%

式中!)

(

"G!

#

F

#!+i!!F!-!- p!!H

+!I

$)%$IiG!!!

F!M%为
'

插值基函数) 所有曲线段形成一条分段

组合曲线

5$2% F4

+

#

F

0

2 G2

+

2

+L!

G2

( )
+

$!F%

式中!2

(

" 2

+

!2

+o!

#!+i!!F!-!- p!) 显然曲线

5$2%满足插值目标 5$ 2

I

% i1

I

!Ii!!F!-!-) 将

式$!!%所给曲线 4

+

$)%称为
'

插值曲线段!式$!F%

所给曲线 5$2%称为
'

插值曲线)

当所给数据点1

I

$Ii!!F!-!-%形成封闭多边

形!即1

!

i1

-

时!按照上面在首*末位置各加一个辅

助点的方法将产生一条封闭的插值曲线!但该曲线

在闭合点处通常只有位置连续!并不光滑) 在此情

形下!若希望产生封闭且光滑的插值曲线!应该在最

后一个数据点之后添加两个辅助点1

- o!

*1

- oF

!并使

1

- o!

i1

F

!1

- oF

i1

M

)

由
'

插值基函数的性质!可以推出
'

插值曲线

具有以下性质&

!%几何不变性与仿射不变性) 由于
'

插值基

函数具有规范性!故
'

插值曲线的形状与坐标系的

选取无关'欲获得经仿射变换后的
'

插值曲线!只

需对控制多边形执行相同变换再定义曲线即可)

F%对称性) 由于
'

插值基函数具有对称性!故

当辅助点和参数
'

+

都保持不变时!将数据点的顺序

取反!并不会改变插值曲线的形状!改变的只是曲线

的走向)

M%局部控制性) 由于
'

插值曲线具有与 M 次O

样条曲线相同的结构!故改变一个数据点!至多只有

改变 I 条曲线段的形状)

I%局部形状可调性) 参数
'

+

可用于在不改变

插值数据点和辅助点的情况下改变插值曲线的形

状) 改变参数
'

+

的值!只有第 +段插值曲线的形状

会发生改变)

H% 连续性) 由
'

插值基函数的端点性质

式$!G%!以及
'

插值曲线的表达式$!F%可以推出

5$2

L

+

% F5$2

G

+

%! 5J$2

L

+

% F

$2

+

G2

+G!

%

'

+

$2

+L!

G2

+

%

'

+G!

5J$2

G

+

%

这表明
'

插值曲线整体R

! 连续)

CDCA曲线的参数选择

理论上讲!无论参数
'

+

取何值!都能保证
'

插

值曲线的插值目标) 但如果希望精确控制插值曲线

的形状!则需要根据某种准则来计算
'

+

的值) 因为

'

+

是局部参数!所以可以分段确定其值!这一特点

简化了参数的选择问题)

由于平面曲线可以看做空间曲线的特例!因

此下面将以空间插值曲线为例来给出参数选取

准则)

将式$!!%所给
'

插值曲线段记做 4

+

$)% i

"E

?

+

$)%!E

6

+

$)%!E

X

+

$)%#

@

!设其控制顶点坐标为 1

I

i

$?

I

!6

I

!X

I

%!Ii+p!!+!+o!!+oF!记

6

+

F"?

+G!

!?

+

!?

+L!

!?

+LF

#

@

7

+

F"6

+G!

!6

+

!6

+L!

!6

+LF

#

@

8

+

F"X

+G!

!X

+

!X

+L!

!X

+LF

#

{
@

$!M%

为了确定合适的参数
'

+

!下面给出 M 个准则)

准则 ! $近似最短弧长%!建立目标函数

&

+

F

+

!

G

+"E

?J

+

$)%#

F

L"E

6J

+

$)%#

F

L"E

XJ

+

$)%#

F

,5)

将使&

+

获得最小值的参数取为
'

+

) 直接计算得出

'

+

F

&

!

&

F

L&

M

$!I%

式中

&

!

F$M

#

GE%$6

@

+

96

+

L7

@

+

97

+

L8

@

+

98

+

%

&

F

FF$M

#

GE%$6

@

+

(6

+

L7

@

+

(7

+

L8

@

+

(8

+

%

&

M

FF$M

#

G!G%$6

@

+

:6

+

L7

@

+

:7

+

L8

@

+

:8

+

{
%

&

I

$Ii!!F!M%表达式中的 6

+

*7

+

和 8

+

由式$!M%给

出!矩阵9*(和:分别为

9F

G ! G! G

G ! GF G!

G G ! !

G G G













G
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(F

! G GF G

G ! G GF

G G ! G

G G G













!

:F

G ! G G!

G G G! G

G G G !

G G G













G

准则 F $近似最小能量%!建立目标函数

%

+

F

+

!

G

+"E

?N

+

$)%#

F

L"E

6N

+

$)%#

F

L"E

XN

+

$)%#

F

, 5)

将使 %

+

获得最小值的参数取为
'

+

) 直接计算得出

'

+

F

%

!

%

F

L%

M

$!H%

式中

%

!

FI$M

#

GF%$6

@

+

96

+

L7

@

+

97

+

L8

@

+

98

+

%

%

F

F$!H

#

G!Z%$6

@

+

(6

+

L7

@

+

(7

+

L8

@

+

(8

+

%

%

M

FI$Z

#

G!!%$6

@

+

:6

+

L7

@

+

:7

+

L8

@

+

:8

+

{
%

%

I

$Ii!!F!M%表达式中的 6

+

*7

+

和 8

+

由式$!M%给

出!矩阵9*(和:与式$!I%中相同)

准则 M $两种准则综合%) 将准则 ! 和准则 F

给出的参数分别记作
'

!

+

和
'

F

+

!将式

'

M

+

FT

!

+

'

!

+

LT

F

+

'

F

+

$!Z%

给出的参数取为
'

+

!式中组合系数T

I

+

)

G!Ii!!F)

按准则 ! 所给参数绘制的插值曲线偏向紧绷!

按准则 F 绘制的曲线相对松弛!式$!Z%中系数T

!

+

和

T

F

+

的作用就是调节曲线的平滑度!对准则 ! 和准则

F 的结果做进一步的修正与改善)

对于空间插值曲线而言!可直接使用式$!I%(

$!Z%) 对于平面插值曲线而言!因为数据点不存在

竖坐标!所以在使用式$!I%($!Z%时!需将式中的

a

+

取为 G!也就是略去所有含a

+

的项)

给定平面上 N 个待插值的数据点$M!

H

F

%!$

!

F

!

I%!$ p!!

I

H

%!$!!G%!$M!!%!$!!F%!$G!!%!取辅助

点$ M! F %! $ !!

!

F

%) 由式 $ !I % 得出 +

'

!

+

,

Z

+i!

i

DID

M GGD

!

F FGN

Z FMD

!

N!M

MNZN

!

HNN

F FID

!

I

!M

!

!{ }
H

'由式 $!H%得出

+

'

F

+

,

Z

+i!

i

D!M

F GH!

!

DIE

! ZD!

!

NEH

F FED

!

FMD

HGF

!

NII

! FZN

!

D!M{ }
F MDF

'

取T

!

+

i

!

M

!T

F

+

i

F

M

!+i!!F!-!Z!由式 $!Z%得出

+

'

M

+

,

Z

+i!

i

! M!H

M FNF

!

IIF

EDD

!

FFF

NZ!

!

HFH

! MGM

!

MNM

NHH

!

! !NH{ }
M ZHD

) 相

应于这 M 种结果的
'

插值曲线如图 ! 所示)

图 !"平面插值曲线

V%Cg!"A69:90%:$-0>(69$%(: )/0=-$$9% )0%$-0%(: (:-' $.% )0%$-0%(: $T(' $)% )0%$-0%(: $*0--%

""给定空间中形成封闭多边形的待插值数据点$G!

G!Z%!$ p

!

F

!G!

H

M

%!$ pF!G!!%!$ pF!pH!G%!$F!pH!

G%!$

D

F

!G!!%!$F!G!

H

M

%!$G!G!Z%!取辅助点$ p

!

F

!G!

H

M

%! $ pF! G! ! %) 由式 $!I % 计算出 +

'

!

+

,

N

+i!

i

!EI

F GZN

!

ZM!

! HFZ

!

I

F!

!

NDD

! DNN

!

FGI

! E!!

!

! HZF

I !!M

!

HND{ }
! ZGD

'由式$!H%

得出 +

'

F

+

,

N

+i! {i

I!H

M !Z!

!

HDD

! !GN

!

FZD

NIG

!

FZD

NIG

!

! MEH

F HED

!

MZ!

! DZM

!

! MZM

F H!N

!

HFD }
DMI

'取 T

!

+

i

!

M

!T

F

+

i

!

F

!+i!!F!-!

N!由式 $!Z%得出 +

'

M

+

,

N

+i! {i

!!Z

!F!N

!

ZGI

! IND

!

FN!

! !GH

!

FFG

HIN

!

M!M

F I!N

!

! HED

M DDD

!

NN }
!D!

) 图 F 为相应于这 M 种结果

的
'

插值曲线)
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图 F"空间插值曲线

V%CgF"Q>9$%96%:$-0>(69$%(: )/0=-$$9% )0%$-0%(: (:-'$.% )0%$-0%(: $T(' $)% )0%$-0%(: $*0--%

CDEA椭圆的重构

在椭圆
?

F

F,

F

o

6

F

FD

F

i!$,!DkG%上均匀地取 I 个

数据点1

+p!

i$ p,! pD%!1

+

i$ p,!D%!1

+o!

i$,!

D%!1

+oF

i$,! pD%!以它们作为待插值数据点!并取

'

+

i

!

F

来构造
'

插值曲线!由式$D%$!!%计算可得

4

+

$)% F

E

?

+

$)%

E

6

+

$)

( )
%

F

,$5G(%

D$5L(

( )
%

式中!)

(

"G!

#

F

#!这表明此时的
'

插值曲线段 4

+

$)%

为一段椭圆弧)

将椭圆上的 I 点扩展至 H 点使首*末点相重!即

取点1

!

i$ p,! pD%!1

F

i$ p,!D%!1

M

i$,!D%!

1

I

i$,! pD%!1

H

i1

!

!再添加辅助点 1

Z

i1

F

!1

N

i

1

M

!并取参数
'

+

i

!

F

$+i!!F!M!I%!以这些数据构造

的
'

插值曲线恰为一个完整的椭圆!当 , iD时则为

整圆) 这说明
'

插值曲线具有重构椭圆 $圆%的

能力)

图 M 为取 , iF 和 Di! 时!利用
'

插值曲线重

构的椭圆
?

F

E

o

6

F

F

i!)

图 M"用
'

插值曲线重构的椭圆

V%CgM"166%>8-0-)(:8$0/)$-5 .;

'

%:$-0>(69$%(: )/0=-

EA插值曲面

EDBA曲面的构造与性质

由上文介绍可知
'

插值曲线的结构与 M 次 O

样条曲线相同) O样条曲面是O样条曲线的张量积

扩展!采用类似的方式也可以将
'

插值曲线扩展至

'

插值曲面)

由
'

插值曲线的性质!可以推知
'

插值曲面的

一些特征&

'

插值曲面由若干曲面片组成' 每张曲

面片由 I jI 个呈矩形阵列的数据点确定'每张曲面

片插值于 I 个内数据点'整张
'

插值曲面经过除位

于 I 条边界上以外的所有数据点'每张曲面片在两

个参数方向各含一个形状参数!这两个参数可以取

不同值'为了确保位置连续!相邻曲面片沿公共边方

向的参数必须取相同值)

下面分析如何解决曲面插值问题)

给定 M 维空间中 0j- 个呈矩形阵列的待插

值数据点 1

+!I

以及对应的参数值$ 2

+

!4

I

%!其中 +i

!!F!-!0!Ii!!F!-! -! 2

!

n2

F

n- n2

0

!4

!

n

4

F

n- n4

-

!这些数据点形成的网格在两个参数

方向上都非封闭) 要想构造在参数$ 2

+

!4

I

%处经

过点 1

+!I

的光滑曲面!可以先添加辅助点 1

+!I

$+i

G!0o!' IiG!!!-!- o! %及 1

+!I

$+i!!F! -!

0' 0' IiG!- o!%一共 F $0o- oF%个!它们分

布在给定数据点的 I 条边界之外$如图 I $9%所

示% !与原始数据点一起形成$0oF% j$ - oF%

的控制网格 1

+!I

$+iG!!!-!0o!'IiG!!!-!

- o!% ) 然后由所有数据点定义$0p!% j$ - p

!%张曲面片!即
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&'()!"!*')"!!+,-)!#"$

!")+%

4

+!I

$*!)% F

#

M

TFG

#

M

#FG

$H

+!T

$*'

'

2

+

%

H

I!#

$)'

'

4

I

%1

+LTG!!IL#G!

% $!N%

式中!*!)

(

"G!

#

F

#!+i!!F!-!0p!!Ii!!F!-!

- p!!H

+!T

$*'

'

2

+

%和 H

I!#

$)'

'

4

I

%为参数分别取
'

2

+

和

'

4

I

的
'

插值基函数) 所有曲面片形成分片组合曲面

5$2!4% F4

+!I

$

#

F

0

2 G2

+

2

+L!

G2

+

!

#

F

0

4G4

I

4

IL!

G4

I

% $!E%

式中!2

(

"2

+

!2

+o!

#!4

(

"4

I

!4

Io!

#!+i!!F!-!0p!!

Ii!!F!-!- p!)

由式 $ !G % $ !N %可以得到 4

+I

$ G!G % i1

+!I

!

4

+I

$G!

#

F

% i1

+!Io!

!4

+I

$

#

F

!G% i1

+o!!I

!4

+I

$

#

F

!

#

F

% i

1

+o!!Io!

) 进一步地!由式$!E%可以推出 5$2!4%满足

插值目标 5$2

+

!4

I

% i1

+!I

!+i!!F!-!0!Ii!!F!-!

-) 将式$!N%所给曲面 4

+I

$*!)%称为
'

插值曲面片!

式$!E%所给曲面 5$2!4%称为
'

插值曲面)

当所给数据1

+!I

$+i!!F!-!0'Ii!!F! -!-%

形成的网格在某个方向上封闭!例如当 1

+!!

i1

+!-

$+i!!F!-!0%时!按照上面所述在 I 条边界以外

各加一行或一列辅助点的方法将产生一张在网格封

闭方向封闭的曲面!但该曲面在闭合边处通常只满

足位置连续!并不光滑) 在这种情形下!若希望产生

封闭且光滑的插值曲面!应添加辅助点 1

+!I

$+iG!

0o!'Ii!!F!-!- oF%以及 1

+!I

$+i!!F!-!0'Ii

- o!!- oF%共 F$0o- oF%个!并使它们满足1

+!-o!

i

1

+!F

!1

+!- oF

i1

+!M

!+i!!F!-!0$如图 I$.%所示%)

图 I 给出了构造插值曲面时辅助点与原始待插

值数据点在排序上的相对位置关系) 图 I$.%中有

红*蓝*紫 M 种彩色标记的点!颜色相同的那两列点

取值对应相等)

归因于张量积的构造方式!

'

插值曲面具有与

'

插值曲线类似的性质!例如&几何不变性与仿射不

变性!对称性*局部控制性*局部形状可调性!即改变

参数
'

2

+

的值只会影响行标为+的那些曲面片!改变

'

4

I

的值只会影响列标为I的那些曲面片'整体R

! 连

续性!即关于 2*4方向均R

! 连续)

EDCA曲面的参数选择

对于
'

插值曲面!可以根据 F2F 节中的方案对

每张曲面片的边界曲线确定合适的参数)

假设控制点 1

+!I

i$?

+!I

!6

+!I

!X

+!I

% $+iG!!!-!

图 I"辅助点分布图

V%CgI"J%8$0%./$%(: 5%9C094(7$*-9/e%6%90;>(%:$8

$$9% (>-: 4-8*' $.% (:-<T9;)6(8-5 4-8*%

0o!'IiG!!!-!- o!%形成 0oF 行 - oF 列矩

阵!则相应的
'

插值曲面包含$0p!% j$ - p!%张

曲面片) 设沿列的方向为 2 向!沿行的方向为 4

向) 则 2向边界曲线的数量为$0p!% j- 条!它

们是由控制点 1

+p!!I

*1

+!I

*1

+o!!I

*1

+oF!I

$+i!!F!-!

0p!'Ii!!F!-!-%定义的
'

插值曲线) 4向有

0j$- p!%条边界曲线!它们是由控制点 1

+!Ip!

*

1

+!I

*1

+!Io!

*1

+!IoF

$+i!!F!-!0'Ii!!F!-!- p!%

定义的插值曲线)

根据 F2F 节中给出的方案!可以计算出 2 向的

$0p!% j- 个
'

值!将它们记作
'

2

&

+!I

$+i!!F!-!

0p!'Ii!!F!-!-%'也可计算出 4向的 0j$- p

!%个
'

值!将它们记作
'

4

&

+!I

$+i!!F!-!0'Ii!!

F!-! - p!%) 设
'

2

+!I

和
'

4

+!I

为第$+!I%张
'

插值曲面

片在两个不同方向的参数!+i!!F!-!0p!!Ii!!

F!-!- p!) 注意到为了保证相邻曲面片之间位置

连续!参数之间必须满足关系

'

2

+!!

F

'

2

+!F

F- F

'

2

+!-

* '

2

+

! +F!!F!-!0G!

'

2

!!I

F

'

2

F!I

F- F

'

2

0!I

* '

4

I

! IF!!F!-!- G

{
!

为此!取

'

2

+

F

!

-

#

-

IF!

'

2

&

+!I

'

4

I

F

!

0

#

0

+F!

'

4

&

+!

{
I

$!D%

记
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6

2

+!I

F"?

+G!!I

!?

+!I

!?

+L!!I

!?

+LF!I

#

@

7

2

+!I

F"6

+G!!I

!6

+!I

!6

+L!!I

!6

+LF!I

#

@

a

2

+!I

F"X

+G!!I

!X

+!I

!X

+L!!I

!X

+LF!I

#

@

6

4

+!I

F"?

+!IG!

!?

+!I

!?

+!IL!

!?

+!ILF

#

@

7

4

+!I

F"6

+!IG!

!6

+!I

!6

+!IL!

!6

+!ILF

#

@

8

4

+!I

F"X

+!IG!

!X

+!I

!X

+!IL!

!X

+!ILF

#















@

由 F2F 节中的准则 ! 可得

'

2

&

+!I

F

&

2

!

&

2

F

L&

2

M

'

4

&

+!I

F

&

4

!

&

4

F

L&

4










M

$FG%

式中

&

2

!

F$M

#

GE%$6

2

+!I

@

96

2

+!I

L7

2

+!I

@

97

2

+!I

L8

2

+!I

@

98

2

+!I

%

&

2

F

FF$M

#

GE%$6

2

+!I

@

(6

2

+!I

L7

2

+!I

@

(7

2

+!I

L8

2

+!I

@

(8

2

+!I

%

&

2

M

FF$M

#

G!G%$6

2

+!I

@

:6

2

+!I

L7

2

+!I

@

:7

2

+!I

L8

2

+!I

@

:8

2

+!I

%

&

4

!

F$M

#

GE%$6

4

+!I

@

96

4

+!I

L7

4

+!I

@

97

4

+!I

L8

4

+!I

@

98

4

+!I

%

&

4

F

FF$M

#

GE%$6

4

+!I

@

(6

4

+!I

L7

4

+!I

@

(7

4

+!I

L8

4

+!I

@

(8

4

+!I

%

&

4

M

FF$M

#

G!G%$6

4

+!I

@

:6

4

+!I

L7

4

+!I

@

:7

4

+!I

L8

4

+!I

@

:8

4

+!I















%

由 F2F 节中的准则 F 可得

'

2

&

+!I

F

%

2

!

%

2

F

L%

2

M

'

4

&

+!I

F

%

4

!

%

4

F

L%

4










M

$F!%

式中

%

2

!

FI$M

#

GF%$6

2

+!I

@

96

2

+!I

L7

2

+!I

@

97

2

+!I

L8

2

+!I

@

98

2

+!I

%

%

2

F

F$!H

#

G!Z%$6

2

+!I

@

(6

2

+!I

L7

2

+!I

@

(7

2

+!I

L8

2

+!I

@

(8

2

+!I

%

%

2

M

FI$Z

#

G!!%$6

2

+!I

@

:6

2

+!I

L7

2

+!I

@

:7

2

+!I

L8

2

+!I

@

:8

2

+!I

%

%

4

!

FI$M

#

GF%$6

4

+!I

@

96

4

+!I

L7

4

+!I

@

97

4

+!I

L8

4

+!I

@

98

4

+!I

%

%

4

F

F$!H

#

G!Z%$6

4

+!I

@

(6

4

+!I

L7

4

+!I

@

(7

4

+!I

L8

4

+!I

@

(8

4

+!I

%

%

4

M

FI$Z

#

G!!%$6

4

+!I

@

:6

4

+!I

L7

4

+!I

@

:7

4

+!I

L8

4

+!I

@

:8

4

+!I















%

可以选择由式$!D% $FG%确定的参数$记做
'

2!

+

和
'

4!

I

%或由式$!D% $F!%确定的参数$记做
'

2F

+

和

'

4F

I

%作为
'

插值曲面的参数!也可以选择用这两种

结果的线性组合!即

'

2M

+

FT

2!

+

'

2!

+

LT

2F

+

'

2F

+

'

4M

I

FT

4!

I

'

4!

I

LT

4F

I

'

4F

{
I

$FF%

确定的参数作为
'

插值曲面的参数!组合系数 T

2,

+

*

T

4,

I

)

G$, i!!F%)

给定单向封闭的待插值数据点!并选择辅助点!

它们共同形成的矩阵为

$ pF! pF!F% $ pF!F!F% $F!F!F% $F! pF!F% $ pF! pF!F% $ pF!F!F% $F!F!F%

$ p!! p!!I% $ p!!!!I% $!!!!I% $!! p!!I% $ p!! p!!I% $ p!!!!I% $!!!!I%

$ p!! p!!!% $ p!!!!!% $!!!!!% $!! p!!!% $ p!! p!!!% $ p!!!!!% $!!!!!%

$ pF! pF!G% $ pF!F!G% $F!F!G% $F! pF!G% $ pF! pF!G% $ pF!F!G% $F!F!G%

$ pM! pM!G% $ pM!M!G% $M!M!G% $M! pM!G% $ pM! pM!G% $ pM!M!G% $M!M!G

















%

其中第 F I行!第 ! H列交叉位置的数据为初始待

插值数据) 由式$!D%$FG%得出
'

2!

!

i

F IFE

Z HMN

!

'

2!

F

i

DFD

I G!H

!

'

4!

I

i

!

I

$Ii!!F!M!I%'由式$!D%$F!%得出
'

2F

!

i

EMN

! MIZ

!

'

2F

F

i

M II!

!! IDN

!

'

4F

I
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i

FFF

! FHH

!

'

4M

I

i

!

F

$Ii!!F!M!I%) 相应于

这 M种不同结果的
'

插值曲面如图 H所示)

在图 !*图 F 与图 H 这 M 个数值实例中!按准则

给出的形状参数都是由 B9$69. 编程计算出的近似

值!存在少量误差) 如针对图 H 中的数据有
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'

2F

!

G

'
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Z HMN

L
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! MIZ
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!
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FDH

ED!

,

FYMIH N K!G

GN

EDEA椭球面的重构

在 F2M 节中给出了用
'

插值曲线重构椭圆*圆

的方法)

'

插值曲面是
'

插值曲线的张量积扩展!

由此推想
'

插值曲面应该可以重构椭球面*球面)

在椭球面
?
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图 H"插值曲面

V%CgH"#:$-0>(69$%(: 8/079)-$$9% )0%$-0%(: (:-' $.% )0%$-0%(: $T(' $)% )0%$-0%(: $*0--%

以其作为待插值数据点!并取参数
'

2

+

i

'

4

I

i

!

F

来构

造
'

插值曲面!由式$D%$!N%计算可得
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式中!*

(

"G!

#

F

#!)

(

"G!

#

F

#!这表明此时的
'

插值

曲面为一片椭球面) 若将数据增加至
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则可得到整个椭球面!当 D

!

iD

F

iD

M

时则为球

面) 这说明
'

插值曲面具有重构椭球面$球面%

的能力)

图 Z 为取D

!

iD

F

iM 和D

M

iI 时!利用
'

插值曲

面重构的椭球面
?

F

D

o

6

F

D

o

X

F

!Z

i! 的四分之一部分!

它包含两张曲面片)

图 Z"用
'

插值曲面重构的椭球面片

V%CgZ"166%>8(%5 0-)(:8$0/)$-5 .;

'

%:$-0>(69$%(: 8/079)-

FA结A论

本文详细阐述了插值基函数的构造思路!按照

该思路可以构造出一大批性质类似的插值基!这使

得本文方法具有普适性) 文中所给插值曲线曲面具

有和 M 次 O样条曲线曲面相同的结构!它们都具有

局部形状控制性!一个数据点的改动只会影响有限

的曲线段或曲面片的形状) 插值曲线曲面中还含有

局部形状调整参数!改变其值!只有一条曲线段*一

行或一列曲面片的形状会发生改变) 针对插值曲线

和曲面!分别给出了 M 种用于确定形状参数取值的

准则!这些准则都以便于编程*计算的公式形式给

出!为曲线曲面的形状控制提供了方便) 归功于插

值基取自于三角函数空间!因此插值曲线曲面还可

以精确重构椭圆*椭球面!这进一步增强了本文所给

插值方法的实用性)

与&9C09:C-插值方法*O样条插值方法相比!本

文方法主要优点在于具有局部控制性*可以精确表

示椭圆*椭球面!同时本文方法还无需执行 O样条

插值方法中反求控制顶点的运算) 与插值细分方

法和插值型几何迭代法相比!本文方法主要优点

在于插值曲线曲面具有显式表达式!这为后续计

算带来方便) 与保形有理插值样条方法相比!本

文方法优点在于基函数表达式简单!易于进行性

质分析)

本文方法的局限性在于曲线曲面的连续阶偏

低!且曲线的保形性未知!下一步的研究计划是构造

R

F 连续的插值曲线曲面!给出不同准则下的参数选

取方案!并分析插值曲线的保正性*保单调性*保

凸性)
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