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第一作者简介!王金铭!$#&-(("#男#副教授#.**/ 年于浙江大学获电子科学技术专业硕士学位#主要研究方向是非线性信息处理#图像

处理) U,I1=L&XSI&-&-Y$+'%AEI

!"##$%&'()*!"1B;F1L8A=72A7DW;2@1B=E21L<C7S=1239FEK=2A7# VC=21!T6$OU*&***$"

低存储化压缩感知

王金铭! 叶时平! 徐振宇! 蒋燕君
浙江树人大学信息科技学院# 杭州('$**$/

摘(要! 目的(非相关观测是压缩感知 !V8" 理论中的关键因素) 高斯随机矩阵作为一种普适的 V8 非相关观测

矩阵#在压缩感知中得到广泛的研究与应用) 但在实际应用中#却存在实际内存占用较多#不适应大规模应用的问

题) 为寻求降低随机观测矩阵所需的存储空间# 提出一种基于半张量积的压缩感知方法#利用该方法可以成倍地

降低观测矩阵所需的存储空间) 方法(该方法利用半张量积理论# 构建降维随机观测矩阵# 实现对原始信号的随

机观测# 并采用!

"

!* Z"Z$"范数的迭代重加权最小二乘法进行重构#从而得到稀疏信号的估计值) 结果(仿真实

验分别采用 $ 维稀疏信号和 . 维图像信号进行了测试#并从重构概率*迭代收敛速度*重构信号的峰值信噪比等角

度进行了测试和比较) 通过不同大小的随机观测矩阵比较验证表明# 采用降维后观测矩阵进行采样和重构# 其重

构信号质量并没有明显下降# 但其观测矩阵所需的存储空间却可大大降低# 如降低为通常的 $RO#$R$+# 甚至更

低) 结论(本文压缩感知方法#可以大大降低观测矩阵所需的存储空间# 同时有效降低数据运算复杂度以及内存

占用率# 有助于压缩感知的应用)

关键词&压缩感知'随机观测矩阵'存储空间'半张量积'迭代重加权'最小化

+'(",-./ &0'1&$%2/'1#2,'$3&0'4'21"%'4'.&42&%-5 3$%

,$4#%'11-6'1'.1-./

01234=2I=23# 678C=G=23# :; <C72[;# 4=123612S;2

#$!!%&'$()*($+,%-.$* /0.'*0'12'03*$!$&4# 53'6.%*& /37+'* 8*.9'+:.-4# ;%*&<3$7=>?@@?A# #3.*%

7)1&%2,&& 8)9',&-6')F12@EII71D;F7I72BI1BF=JGL1[D1AF=B=A1LFEL7HEFBC7D;AA7DDH;L;D7EHAEIGF7DD=K7D72D=23!V8"

BC7EF[12@ C1D\772 X=@7L[1GGL=7@ =2 V8%]EX7K7F# 1F12@EII71D;F7I72BI1BF=JF7̂;=F7D1L1F37DBEF137DG1A7# XC=AC =D

;2D;=B1\L7HEFL1F37,DA1L71GGL=A1B=E2D%!EF7@;A7BC7DBEF137DG1A7HEF1F12@EII71D;F7I72BI1BF=J# 1I7BCE@ HEFV8 D=3,

21LF7AE2DBF;AB=E2 X1DGFEGED7@ \1D7@ E2 BC7EF[EHD7I=,B72DEFGFE@;AB%:'&0$(07AE2DBF;AB7@ 1F12@EII71D;F7I72B

I1BF=J# X=BC 1@=I72D=E2 DI1LL7FBC12 B12@ C# XC7F7B=DBC7L723BC EHBC7D1IGL=23K7ABEF12@ C=DBC7L723BC EHBC7D=3,

21LBC1BX7=2B72@ BEF7AE2DBF;AB%!C72# X7;D7@ BC7=B7F1B=K7L[F7X7=3CB7@ L71DBD̂;1F7F7AE2DBF;AB=E2 1L3EF=BCIBEE\B1=2

BC77DB=I1B7@ K1L;7DEHDG1FD7AE7HH=A=72BD%+'1";&UJG7F=I72BDX7F7AE2@;AB7@ ;D=23AEL;I2 DG1FD7D=321LD12@ =I137DX=BC

K1F=E;DD=_7D%P;F=23BC77JG7F=I72BD# BC7GFE\1\=L=B[EH7J1ABF7AE2DBF;AB=E2# 7FFEF# 12@ G71̀ D=321L,BE,2E=D7F1B=E
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!98"?"# EHBC7GFEGED7@ I7BCE@ X7F7AEIG1F7@ X=BC I71D;F7I72BI1BF=A7DX=BC @=HH7F72B@=I72D=E2D%!C7GFEGED7@ 1L3E,

F=BCIE;BG7FHEFI7@ 1DI1LL7FDBEF137DG1A7X=BC 1D;=B1\L798"?G7FHEFI12A7%<$.,;"1-$.M2 BC=DDB;@[# X7GFEGED7@ 1

27XI7BCE@ BEF7@;A7BC7DBEF137DG1A7EHBC7I71D;F7I72BI1BF=JHEFV8%!C77JG7F=I72B1LF7D;LBDDCEX7@ BC1B=HX7

1GGFEGF=1B7L[F7@;A7@ BC7@=I72D=E2 EHBC7I71D;F7I72BI1BF=J# BC72 271FL[2E@7AL=27=2 BC798"?EHBC7F7AE2DBF;AB=E2

X1DE\D7FK7@# \;BBC7DBEF137DG1A7EHBC7I71D;F7I72BI1BF=JAE;L@ \7F7@;A7@ \[1BL71DB$RO EF$R$+ B=I7D%)LLBC7F7,

D;LBDK7F=H=7@ BC7K1L=@=B[EHBC7GFEGED7@ 1GGFE1AC 12@ @7IE2DBF1B7@ BC7D=32=H=A12BGEB72B=1LHEFC1F@X1F7=IGL7I72B1B=E2 EH

BC7GFEGED7@ D72D=23HF1I7XEF̀%

='* >$%(1& AEIGF7DD=K7D72D=23' F12@EII71D;F7I72BI1BF=J' DBEF137DG1A7' D7I=,B72DEFGFE@;AB' =B7F1B=K7L[F7,X7=3C,

B7@' I=2=I=_1B=E2

?@引@言

压缩感知理论! V8"是近年提出的一种可将模

拟信号以较低采样频率转化为数字形式压缩信号的

有效途径) 压缩感知理论指出# 若采样信号在某个

变换域是稀疏的或者本身就是较稀疏的# 则可用一

个不相干的观测矩阵# 直接采集少量的观测数据#

通过解一个优化问题便可从少量的采集数据中以较

高的概率重构出原始信号) V8 理论从另一个角度

开辟了一种新型的高速采样理论# 它的出现改变了

传统先高速采样后低码率压缩的信息采集模式# 可

显著降低数据存储和传输的代价# 以及信号处理时

间和计算成本)

从压缩感知理论可知# 要成功实现信号的低速

采样及重构# 必须满足& $" 信号是稀疏的或者可稀

疏的' ." 观测矩阵必须满足有限等距性质!?M9"#

即与稀疏化表示矩阵之间的不相干性) 从目前的研

究结果来看# 利用 WE;F=7F变换*离散余弦变换

!PV!"变换*小波变换等较好地实现了信号的稀疏

化表示) 此外# 利用正交基级联字典*字典学习等

方法同样能够较为有效地实现复杂信号的稀疏化表

示) 而由于观测矩阵必须满足?M9条件# V12@7D曾

在文献$$,.%中指出& 在独立同分布的高斯随机变

量形成的观测矩阵与任意稀疏化表示矩阵存在较强

的不相干性# 压缩观测信号可较高概率进行精确恢

复) 由于随机矩阵具备优良的不相干特性# 目前的

压缩感知研究过程中均被作为观测矩阵而得到广泛

使用) 作为一种普适的观测矩阵# 随机矩阵在实际

使用过程中# 其计算复杂度较高# 特别是针对高维

数据采集时# 存在占用内存较多# 无法适用于大规

模应用等问题$'%

)

面对这一问题# 文献$O%提出了一种结构化随

机矩阵# 这种矩阵所需的存储量小# 但构造结构随

机矩阵过程涉及到随机排序*快速正交变换*随机下

采样等操作# 存在不易实现等问题) 文献$/,&%分

别提出了一种基于分块压缩感知!\LEÀ V8" 的图

像重构模型# 这种分块压缩感知提供了一种可以有

效降低观测矩阵所需存储空间大的问题# 但对于稀

疏度不均匀的原始图像# 需要改变块的大小和测量

率# 这在某种程度上引入了一定的复杂度) 同样为

了降低观测矩阵的存储空间占用量# 文献$-%提出

了一种将观测矩阵数值进行二值化处理的方法# 即

将原先采用浮点数表示的观测矩阵元素采用二值化

进行表示# 大大降低了观测矩阵所需的存储空间)

同样为了尝试降低观测矩阵所需存储空间# 本

文提出一种使用半张量积!8!9"的压缩感知方法)

利用该方法# 成倍降低观测矩阵维数# 可有效降低

观测矩阵所需的存储空间)

为验证基于半张量积压缩感知模型的有效性#

结合!

"

!* Z"Z$"范数的迭代重加权最小二乘解的

方法# 讨论了观测矩阵进行降维后的 !

"

!* Z"Z$"

范数迭代重加权最小二乘重构方法# 并对算法的收

敛性进行了讨论) 最后针对 $ 维稀疏信号和 . 维图

像信号进行了关于重构概率*重构信号的峰值信噪

比等指标的测试和比较) 实验结果表明#采用本文

所述方法# 能够利用降维观测矩阵实现对信号的重

构# 且重构信号的峰值信噪比并没有明显下降# 但

观测矩阵所占的存储空间却可以成倍地降低)

A@半张量积理论

半张量积是一种新型的矩阵乘法$#%

) 对于传

统矩阵乘法# 当 !的列数 !#!!""与 "的行数
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!D!"""相等# 则矩阵 !*"可乘#而矩阵半张量积

是将传统矩阵乘法推广到阶数不等情形# 即#!!"

!

D!""#从而半张量积运算可以实现前边矩阵的列数

和后边矩阵的行数不等时的矩阵乘法运算) 更为重

要的是# 半张量积保持了传统矩阵乘法的全部主要

性质# 所以说它是一种有力的数学工具# 对于实现

不同阶的高维矩阵数字信号处理提供了一个非常好

的途径)

定义 $(设 #是一个 *E维行向量#$是一个 E

维列向量) 将 #分割成 E个等长的块 #

$

##

.

#+#

#

E

# 它们都是 *维行向量# 则定义左半张量积为

# $F

"

E

.F$

#

.

G

.

# $

*

!$"

式中#符号 表示向量的左半张量积)

定义 .(设$a$%

$

#+#%

:

%是一个行向量# &a

$'

$

#+#'

-

%

!是一个列向量# 根据两个向量的维度#

分别有以下两种情形&

$"如果-是:的因子#即:a-b*#则 *维行向量

,$#&-

H

cF

"

-

IF$

$

I

4

I

# $

*

!."

称为$和 &的左半张量内积# 式中 $a$$

$

#+#

$

-

%#$

.

#$

*

#.a$#.#+#-)

."如果:是-的因子#即-a:b*#则 *维列向量

,$#&-

H

cF!,&

!

#$

!

-

H

"

!

# $

*

!'"

也称为$和&的左半张量内积)

定义 '(设(

#$

,b*

# )

#$

Eb"

) 如果 * 是 E

的因子或者E是 *的因子#则有

*F( ) !O"

称*是(和 )的左半张量积) 式中 *a!*

.6

" a

D

.

!(" #

6

!)"# .a$#.#+#,# 6a$# .#+#")

$" 对于定义 ' 所示的 (和 )#若 * aE#则有

( )a()#即半张量积退化称为普通矩阵积)

." 两个矩阵的左半张量积的维数可以很容易

地根据前一个矩阵列数和后一个矩阵行数的公因子

消去来计算得到# 如

+

EJ"+

,

+J:

-

":-J!

F!+ ,"

EJ":

-

":-J!

F

!+ , -"

E-J!

!/"

性质 $(只要 有定义# 即矩阵有合适的维数#

则 满足&

$" 分配律

+ !%,KL-" F%+ ,KL+ -

!%+KL," - F%+ -KL,

{
-

!+"

式中 %#L

#$

)

." 结合律

!+ ," - F+ !, -" !&"

性质 .

$" 若+*,均可逆# 则

!+ ,"

M$

F+

M$

,

M$

!-"

." !+ ,"

!

F+

!

,

!

( !#"

B@压缩感知模型

现有的压缩感知模型可以简单描述如下& 设信

号 %

#$

Cb$在某个正交基矩阵
!

CbC

下能够进行稀

疏化表示#即

%

CJ$

F

!

CJC

"

CJ$

!$*"

式中#正交基矩阵满足
!!

!

a

!

!

!

a

#

#信号经稀疏

化表示后的系数
!

.

a,%#

!

.

- a

!

!

.

%)

若系数向量
"

Cb$

中仅有N个非零分量# 且N

%

C#则称信号 % 或系数向量
"

是 N,稀疏的) 若存在

一个与稀疏化表示矩阵
!

CbC

不相干的矩阵
$

BbC

!其中B

&

C"作为压缩感知的观测矩阵# 则压缩感

知模型可简单表示为

'

BJ$

F

$

BJC

!

CJC

"

CJ$

!$$"

如式!$$"所示# 对信号进行一次压缩观测# 便

可以得到B个线性观测值'

#$

Bb$

#利用这些少量

信号和系数向量
"

是N,稀疏的约束条件# 通过凸优

化或线性规划的方法可重构信号 %)

在这个模型的基础上# 观测矩阵参与了 V8 处

理方法中压缩观测与信号恢复这两个重要的数据处

理过程# 且对整个方法的性能有着很大的影响# 因

而观测矩阵的设计是压缩感知的一个核心问题) 从

式!$$"可知# 观测矩阵的大小BbC仍与原始数据

的维数C相关# 因此当面对高维数据时# 即C特别

大# 观测矩阵
$

所占的存储空间较大# 信号恢复过

程的计算量为维持在较高的水平)

C@半张量积压缩感知模型

本着为降低压缩感知过程中观测矩阵所占的存

储空间以及降低计算量的角度# 提出一种应用半张

量积的压缩感知模型# 使其有效降低观测矩阵在压

缩感知以及重构过程中所占的存储空间容量) 半张

量积压缩感知模型定义为
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!"#$%&#'"$(#)*#+ %,&-

!"!$$

'

BJ$

F

$

!BO-"J!CO-"

!

CJC

"

CJ$

!$."

式中#

$

!BO-" b!CO-"

是降维后的随机观测矩阵# 其维数

为!BO-" b!CO-"

#'

d

# -

#'

d且-ZB) 此外# 从

式!$."所示的压缩感知模型可知# 在相同数据类型

的情形下# 其观测矩阵
$

占用的存储空间是

式!$$"所示观测矩阵所占存储空间的 $O-

. 倍)

经过上述简单定义后# 利用式!/"!&"#可以验

证式!$."是满足式!$$"所示的压缩感知模型的#

同样用B个观测值可以对C维信号进行表示#即

$

!BO-"J!CO-"

!

!

CJC

"

CJ$

" F

$

!BO-"J!CO-"

!

! "

"

CJ$

F!

$ ! !

"

BJ$

F'

BJ$

或

!

$

!BO-"J!CO-"

!

CJC

"

"

CJ$

F!

$ !

"

BJC

"

CJ$

F

!

$ ! "

"

BJ$

F'

BJ$

至此# 本文所述问题的关键在于# 如何采用式!$."

所示的压缩感知模型来对 C维信号进行恢复或

重构)

若 %

Cb$

本身是 N,稀疏的# 则式!$."所示模型

可用矩阵乘积形式表示为

4

$

4

.

.

4















B

F

"

$#$

"

$#.

+

"

$#CO-

"

.#$

"

.#.

+

"

.#CO-

. . .

"

BO-#$

"

BO-#.

+

"

BO-#















CO-

G

$

G

.

.

G















C

!$'"

式中#

"

.#6

#$

!BO-" b!CO-"

# .a$#.#+#BO-# 6a$#

.#+#CO-#利用式!$"(!O"所示的半张量积定义#

式!$'"表示为

4

$

4

.

.

4















B

F

#

$#$

P+ P

#

$#6

P+ P

#

$#

C

-

.

#

.#$

P+ P

#

.#6

P+ P

#

.#CO-

.

#

BO-#$

P+ P

#

BO-#6

P+ P

#

BO-#















CO-

!$O"

式中#

#

.#6

a

"

.#6

$G

!6e$"-d$

+ G

6-

%

!

# .a$#.#+#BO-#

6a$# .# +# CO-#且
#

.#6表示了一个 -维的列向量)

任意行元素
#

.#$

d+ d

#

.#6

d+ d

#

.#CO-的和也是一个-

维的列向量) 当观测矩阵维数为BbC时# 即-a$#

则式!$O"可表示成 '

Bb$

a

$

BbC

/ %

Cb$

#即满足

式!$$"所示压缩感知模型)

综上所述# 本文所提的基于半张量积的压缩感

知模型是适用于式!$*"所示的压缩感知模型的) 为

此# 借鉴目前已得到广泛研究的基于!

"

!* Z"Z$"范

数的迭代重加权最小二乘法$$*,$$%

!M?T8"来讨论上

述基于半张量积的压缩感知模型的重构方法)

D@半张量积压缩感知模型重构算法

相关研究已表明# 基于 !

"

!* Z"Z$"范数最小

化求解# 在无噪声的情况下# 相比 !

$ 范数最小化求

解# 有更强的稀疏信号恢复能力# 且!

"范数最小化

问题在有噪声干扰的情况下也是稳定的$$.%

# 在这

些理论的基础上# 本文将探讨基于半张量积的

!

"

!* Z"Z$"范数的迭代重加权最小二乘解的方法)

令观测矩阵
$

!BO-" b!CO-"

是行满秩矩阵# 即

+%*I!

$

!BO-" b!CO-"

" aBO-# %

*

表示 % 的 !

* 范数#

即表示 %中非零元素的个数) 则引入
$

!BO-" b!CO-"

的

所有N,个分量的值域可表示为

N {F

'

# $

B

'F

$

!BO-"J!CO-"

%

CJ$

#

%

# $

C

#

%

*

% }N !$/"

同样# 因为 BZC#所以对于任意的 '

#$

B

#方程

$

BO-bCO-

%

Cb$

a'

Bb$

同样存在无穷多个解#且令

式!$/"所有解的集合为(!'" a

$

e$

!'")

若给定'

#

N

# NZBO-#考虑!

"

!* Z"Z$"范数

的最小化问题

I=20

%

"

%

# $

C

#

$

% F'1 !$+"

式中#

%

"

F!

"

C

.F$

G

.

"

"

$

"

#

$# $

!BO-"J!CO-"

)

在!

"

!* Z"Z$"范数最小化的前提下# 考虑

式!$+"的近似

I=2

$

"

"

C

.F$

!G

.

.

P

%

$P"

"

"

.

%

# $

C

#

$

% F{ }'
!$&"

当
%

(

* 时# 式!$&"所示的最小化问题即为式!$+"

的解#即

% FI=2

$

"

"

C

.F$

!G

.

P

%

$P"

"

"

.

%

# $

C

#

$

% F{ }'
!$-"

对式!$-"#引入T1F3F1237乘子
%#$

B和 T1F3F1237

函数#有

Q!%#

%

" F

$

"

"

C

.F$

!G

.

.

P

%

$P"

"

"

.

P

%

!

!

$

% M'" !$#"
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则式!$-"的解满足

&

Q!%#

%

"

&

G

.

F

G

.

!G

.

.

P

%

$P"

"

!.M""O"

P!

$

!

%

"

.

F*

&

Q!%#

%

"

&'

6

F!

$

% M'"

6

F

{
*

!.*"

式中#.a$#.#+#C' 6a$#.#+#B) 对于式!.*"采

用迭代法进行求解#即

G

!*P$"

.

!!G

!*"

.

"

.

P

%

$P"

*

"

!.M""O"

P!

$

!

'

!*P$"

"

.

F*

$

%

*P$

M'F

{
*

!.$"

式中#.a$#.#+#C) 且在迭代过程中# 对于上述

!

"

!* Z"Z$"范数的最小化问题# 定义函数

2

"

!%#.#

%

" F

"

.

"

C

.F$

G

.

.

R

.

P

"

C

.F$

%

.

R

.

P

. M"

"

R

"

!"M."( )[ ]
.

!.."

式中#%

#$

C

# .

#$

C

d

#

%#$

d

#且迭代权重 .定

义为

R

!*"

.

F!!G

!*"

.

"

.

P

%

$P"

*

"

!.M""O"

!.'"

迭代开始时# 令 .

!*"

a!$#+#$"

#$

C

#

%

*

a

$#则 %

!* d$"有

%

!*P$"

F1F3I=2

G

#

(!4"

2

"

!%

!*"

#.

!*"

#

%

*

" !.O"

且迭代过程中#

%

*

的更新采用

%

*P$

FI=2

%

*

#

+!%

!*P$"

"

NP$( )
C

!./"

式中#N表示信号的稀疏度# +!%"表示将向量 % 中

的每个分量取绝对值# 并进行单调递减排序后得到

的向量# 即 +! % "

$

)

+! % "

.

)

+ +! % "

C

)

*)

+!%

!* d$"

"

Nd$

表示 %

!* d$"经单调排序后的第 Nd$ 个

分量) 迭代过程中# 当
%

*

a* 时# 终止迭代# 并得

到相应的稀疏解)

为了得到更明确的表达形式# 定义/

*

为CbC

的对角矩阵# 其矩阵中第.个对角分量表示为

S

.#.

F

$

R

!*"

.

# .F$#.#+#C

则上述线性系统的解可表示为

%

!*P$"

F/

*

$

!

!

$

/

*

$

!

"

M$

' !.+"

式中#

$#$

!BO-" b!CO-"

# /

*

#$

CbC

d

)

从而本文所涉及的半张量积 !

"

!* Z"Z$"范数

的迭代重加权最小二乘解的算法如下&

$"初始化

.

!*"

F!$#+#$"#

%

*

F$# %

!*"

F!$#+#$"'

."(根据.

!*"得到CbC对角矩阵/

*

'

'"(根据式!.+"计算并更新 %

!* d$"

'

O"(根据式!./"计算并更新
%

*

值'

/"(根据式!.'"计算并更新.

!*"值'

+"(更新迭代次数# 并判断
%

*

是否满足条件#

若不满足# 返回第 ."步# 继续迭代计算' 若满足则

退出迭代# 并输出稀疏解 %

!* d$"

)

上述算法中# 对于第 * 次迭代 ! *

)

* "#

2

"

!%

!*"

#.

!*"

#

%

*

"表示为

2

"

!%

!*"

#.

!*"

#

%

*

" F

"

.

"

C

.F$

!G

!*"

.

"

.

R

!*"

.

P

"

C

.F$

%

.

*

R

!*"

.

P

. M"

"

!R

!*"

.

"

"

!"M.( )[ ]"

!.&"

式中#R

!*"

.

f*# !G

!*"

.

"

.

)

*#

%

*

f*) 由式!.'"(

!./"所示的更新方式# 则对于函数 2

"

! %

!*"

#.

!*"

#

%

*

"具有单调性质

2

"

!%

!*P$"

# .

!*P$"

#

%

*P$

"

%

2

"

!%

!*P$"

# .

!*"

#

%

*P$

"

%

2

"

!%

!*P$"

# .

!*"

#

%

*

"

%

2

"

!%

!*"

# .

!*"

#

%

*

"

则对任意的 *

)

$# 可以得到

%

!*" "

"

%

2

"

!%

!$"

#.

!*"

#

%

*

" FT !.-"

且

R

!*"

.

)

T

M$

# .F$#.#+#C

式中#T是正的常数)

此外#对于 *

)

$#同样可以得到

2

"

!%

!*"

#.

!*"

#

%

*

" M2

"

!%

!*P$"

#.

!*P$"

#

%

*P$

"

)

2

"

!%

!*"

#.

!*"

#

%

*

" M2

"

!%

!*P$"

#.

!*"

#

%

*

" F

"

.

"

C

.F$

!G

!*"

.

"

.

R

!*"[ ]
.

M

"

.

"

C

.F$

!G

!*P$"

.

"

.

R

!*"[ ]
.

F

"

.

"

C

.F

{ [
$

!G

!*"

.

"

.

M!G

!*P$"

.

" ].

R

!*" }
.

)

"

.

T

M$

"

C

.F$

$!G

!*"

.

"

.

M!G

!*P$"

.

"

.

%

由式!.-"#便可得到

"

C

.F

[
$

!G

!*"

.

"

.

M!G

!*P$"

.

" ].

%

.T

.

"

式中#* Z"Z$#从而可以得到迭代序列是收敛

的# 即

L=I

*

(

g

!%

!*"

M%

!*P$"

" F*
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E@实验结果与分析

为验证上述基于半张量积压缩感知算法的迭代

收敛速度及精确恢复稀疏解的能力# 分别设计了两

组实验进行验证) 第 $ 组选择 $ 维稀疏信号进行重

构# 并从 $ 维信号在不同稀疏度情况下的恢复概

率# 恢复信号的信噪比以及相同稀疏度情形下# 重

构信号的收敛速度等角度进行比较) 第 . 组实验选

择了 . 维图像信号进行重构# 并从重构信号峰值信

噪比的角度对重构性能与观测矩阵的降维比例进行

比较) 实验平台配备了M2B7L=&,O+** V9h# .%$ N]_

主频# - Ni内存# +O 位0=2@EXD- 操作系统# 仿真

软件采用51BL1\ ?.*$*\)

EFA@A 维稀疏信号重构性能比较

实验时# 构建 $ 维稀疏信号

% F<'+$:!C#$"

EF+%*UE'+,!C"

%!E!$ VN"" F+%*U*!N#$"

式中#Na$# .# +# BR.# B为信号的观测次数#

Ca./+# 则 % 便是表示一个长度为 ./+#稀疏度为

N# 且非零位置为随机的 $ 维稀疏信号) 此处设定

N的最大值为BR.# 原因是文献$$'%中已指出# 一

个向量要保证稀疏恢复的唯一性# 其非零元素的个

数最多不超过一个极限值BR.)

为验证对上述 $ 维稀疏信号重构性能# 设定测

量次数B为 $.-) 仿真次数为 /** 次) 实验时构建

了满足C!*#

$

!BO-"

"高斯独立分布的!BO-" b!CO-"

维高斯随机观测矩阵
$

!BO-" b!CO-"

# 如表 $ 所示)

表 A@半张量积压缩感知模型的观测矩阵" )GBEH

I2);'A@<$4#2%-1$.$3(-33'%'.&(-4'.1-$.2;

4'21"%'4'.&42&%-,'1>-&0)GBEH

B -a$ -a. -aO

$.-

$

$.- b./+

$

+O b$.-

$

'. b+O

由表 $ 可知# 当-a$ 时# 其观测矩阵维数满足

式!$$"所示的压缩感知模型# 并没有实现降低观测

矩阵所占存储空间的目的# 但当-a. 和 O 时# 其观

测矩阵大小分别是 -a$ 时所对应观测矩阵的 $RO

和 $R$+) 若随机观测矩阵中每一元素采用单精度

浮点数进行表示# 即每个元素用 O 个字节表示# 则

对于表 $ 中-a$ 所对应的观测矩阵需要 $.- ji字

节的存储空间# 而-a. 或 O 时# 对应观测矩阵仅需

'. ji或 - ji字节# 从而大大降低了观测矩阵所

需的存储空间以及重构过程中的内存占用率)

文献$$$%中证明了基于!

"

!* Z"Z$"范数的迭

代重加权最小二乘解在"值较大时# 其恢复稀疏解

的能力相对较强# 因此# 后续实验中均选择"a*%-

来验证半张量积压缩感知重构方法对稀疏解的恢复

情况)

图 $ 表示了观测次数 Ba$.- 时# 不同稀疏度

的原始信号 %在不同观测矩阵的情况下其正确恢复

的概率) 实验中# 对每个稀疏度 N!Na$# .# +#

BR."# 都随机生成了 /** 次的稀疏向量 %#并计算

其恢复的成功率) 实验时# 选取算法的终止条件是

%

*

Z$*

e-

# 即在每次重构过程中# 设
%

*

a$# 若经过

若干次迭代后# 有
%

*

Z$*

e-

# 则退出重构) 重构结

束后# 计算重构信号 0

% 与原始信号 % 的相对误差

W# 若相对误差WZ$*

e/

#则认为重构是成功的# 反

之则认为本次重构是错误的) $ 维信号的相对误差

W以及重构概率为

WF

% M

0

%

.

%

.

!.#"

E+F

2

AEFF7AB

2

BEB1L

!'*"

式中#2

AEFF7AB

表示正确重构的次数# 2

BEB1L

表示重构的

总次数# %表示原始信号#

0

%表示重构信号)

图 $(不同维数观测矩阵重构概率比较

!Ba$.-# Ca./+# "a*%-"

W=3%$(VEIG1F=DE2 EHGFE\1\=L=B[EH7J1ABF7AE2DBF;AB=E2 X=BC

@=HH7F72B@=I72D=E2DEHI71D;F7I72BI1BF=A7D

!Ba$.-# Ca./+# "a*%-"
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图 $ 中# -a$ 表示采用的观测矩阵为
$

$.- b./+

#

-a. 和-aO 分别表示观测矩阵为
$

+O b$.-

和
$

'. b+O

)

从图 $ 可知# 当观测矩阵维数降低后# 即 -a. 和 O

时# 且当N值较大时# 对稀疏信号的重构概率相比

-a$ 时有一定的下降# 但其整体上保持了较高的重

构概率) 此外从图 $ 中可知# 对观测矩阵进行降维

后# 采用上述基于半张量积压缩感知模型对信号进

行观测# 是可以实现对原始信号的精确重构) 至于

图 $ 中重构概率的降低# 其主要原因在于# 随着观

测矩阵维数的降低# 对于每一个观测值 4

.

# 仅用了

CR-个系数及未知量 % 进行表示# 且在相邻的 -个

观测值中 !对于 -个相邻观测值# 定义 4

$

#+#4

-

表

示为第 $ 组相邻的-个观测值# 4

!.e$" b-d$

#+#4

.b-

表

示为第.组的-个相邻观测值# 则对于 B个观测值

'# 可分为BO-组"# 所表示的系数都是相同的# 即

4

!.M$"J-P$

4

!.M$"J-P.

.

4















.J-

F

"

.#$

G

$

P+ P

"

.#6

G

!6M$"J-P$

P+ P

"

.#CO-

G

!CO-M$"J-P$

"

.#$

G

.

P+ P

"

.#6

G

!6M$"J-P.

P+ P

"

.#CO-

G

!CO-M$"J-P.

.

"

.#$

G

-

P+ P

"

.#6

G

!6M$"J-P-

P+ P

"

.#CO-

G

!CO-M$"















J-P-

!'$"

式中#4

!.e$" b-d$

#+# 4

.b-

表示相邻的 -个观测值# 每

一个观测值表示未知量 % 的系数都是 !

"

.#$

#+#

"

.#CO-

") 若Ca$*# Ba+# -a. 时#构建的随机观测

矩阵为
$

' b/

# 便有

4

$

4

.

4

'

4

O

4

/

4





















+

F

"

$#$

G

$

P

"

$#.

G

'

P

"

$#'

G

/

P

"

$#O

G

&

P

"

$#/

G

#

"

$#$

G

.

P

"

$#.

G

O

P

"

$#'

G

+

P

"

$#O

G

-

P

"

$#/

G

$*

"

.#$

G

$

P

"

.#.

G

'

P

"

.#'

G

/

P

"

.#O

G

&

P

"

.#/

G

#

"

.#$

G

.

P

"

.#.

G

O

P

"

.#'

G

+

P

"

.#O

G

-

P

"

.#/

G

$*

"

'#$

G

$

P

"

'#.

G

'

P

"

'#'

G

/

P

"

'#O

G

&

P

"

'#/

G

#

"

'#$

G

.

P

"

'#.

G

O

P

"

'#'

G

+

P

"

'#O

G

-

P

"

'#/

G





















$*

式中#相邻两个观测值分别为$4

$

#4

.

%

!

*$4

'

#4

O

%

!及

$4

/

#4

+

%

!

) 从上式中可以明显看到# 相邻两个观测

值在表示原始信号 %时所采用的系数是一样的# 在

用最小二乘法进行迭代时# 当原始信号 % 的稀疏度

N较大时# 需要相对较多的迭代次数才能收敛# 即

存在收敛速度相对较慢的问题# 从而造成了图 $ 中

所示的重构概率的下降) 但当原始信号 %的稀疏度

N较小时# 即原始信号 % 中存在大量的零元素# 观

测矩阵维数下降对迭代收敛速度影响不大# 其结果

如图 . 所示)

图 . 表示了在相同观测次数及稀疏度的情形

下# 即Ba$.-# Ca./+# Na'* 时# 采用不同观测

矩阵# 经历相同次数迭代后# 其稀疏解的收敛速

度) 图 . 中采用式!.#"所示的相对误差 W表示稀

疏解的收敛速度) 在迭代次数相同时# 其相对误差

减小的越快表示收敛速度越快# 图 . 中数据是经

/** 次实验取相对误差平均值后得到的结果)

图 .(不同维数观测矩阵重构过程中相对误差随迭代次数

比较!Ba$.-# Ca./+# Na'*# "a*%-"

W=3%.(VEIG1F=DE2 EHF7AE2DBF;AB=E2 7FFEFX=BC @=HH7F72B

@=I72D=E2DEHI71D;F7I72BI1BF=A7D

!Ba$.-# Ca./+# Na'*# "a*%-"

由图 . 可知# 当稀疏度较低时# 将观测矩阵维

数进行降维后# 即-a. 或 O 时# 经过相同的迭代次

数# 重构信号的相对误差均能达到相同的数量级#

即收敛速度大致相当)

为进一步验证观测矩阵降维后的重构性能# 进

行针对固定原始信号长度C#固定稀疏度N#经不同

的观测次数# 来比较其正确重构的概率) 实验中#

设定Ca./+# Na'*# 重构算法终止条件及判断重

构是否成功的条件与图 $ 所设条件一致#同样进行

了 /** 次实验# 其结果如图 ' 所示)

从图 ' 可知# 在稀疏度 N相对较小的情形下#

经过相同次数的观测# 其正确重构概率大致相当)

至此# 通过上述实验# 充分说明了利用本文所述的

基于半张量积压缩感知模型# 对观测矩阵进行降维

处理后# 虽然重构概率较-a$ 时有一定下降# 但对

$ 维信号还是能够进行高概率重构)
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图 '(不同维数观测矩阵正确重构概率随观测次数

B的比较!Ca./+# Na'*# "a*%-"

W=3%'(VEIG1F=DE2 EHGFE\1\=L=B[EH7J1ABF7AE2DBF;AB=E2 X=BC

@=HH7F72B@=I72D=E2DEHI71D;F7I72BI1BF=A7D\[@=HH7F72BB

!Ca./+# Na'*# "a*%-"

EFB@B 维图像信号重构性能比较

在压缩感知与重构过程中# 其对象必须是稀疏

信号才能进行精确的重构) . 维图像信号在很多变

换域下# 能够进行稀疏化表示# 如小波变换# PV!#

快速傅里叶变换!WW!"等等) 实验中#选取小波变

换矩阵对原始 . 维图像进行稀疏化表示# 并将得到

的稀疏信号投影到观测矩阵# 得到相应的观测信号

') 通过基于!

"

!* Z"Z$" 范数的迭代重加权最小

二乘法# 重构出原始图像的小波系数# 最后在通过

小波系数反变换重构出原始图像的重构图像)

((实验中采用 O 幅原始图像作为实验载体#大小

分别是为 ./+ b./+ 像素的 T721*97GG7FD#以及大小

为 /$. b/$. 像素的 512@F=LL和 PMVQ5医学灰度图

像Q!,AELE2#其中Q!,AELE2 医学灰度图像可以从文

献$$O%得到)

为比较采用降维观测矩阵 !-f$" 对重构质量

的影响# 进一步验证本文算法的可行性# 对 O 幅原

始图像采用相同的采样率# 即BOCa*%/#同时在设

定观测矩阵维数时# 分别取-a$# . 和 O) 在得到各

自的观测信号'后# 利用本文重构算法对原始图像

进行 /*次重构# 分别观测其重构图像和重构图像峰

值信噪比) 图 O列出了T721和97GG7FD的重构结果)

图 O!\"(!@"分别表示了对 . 维原始图像的

重构结果) 对应图 O!\"(!@"的高斯随机观测矩

阵
$

的大小分别为 $.- b./+# +O b$.- 和 '. b+O)

从图 O 中可以较为直观地看到# 在采用降维后的高

斯随机观测矩阵对信号进行采样并重构后# 其重构

的 . 维图像质量并没有明显的下降# 这表明了本文

基于半张量积的压缩感知算法对观测矩阵进行降

维# 是同样可以对原始信号进行有效重构) 且该方

法非常直接有效地降低了观测矩阵的大小# 也降低

了观测矩阵的存储空间占用量)

为进一步衡量 .维图像的重构效果#计算了各重

构图像的峰值信噪比!98"?"#结果如表 .所示)

表 . 中列出了 O 幅原始图像采用 ' 种不同大小

图 O(不同维数观测矩阵重构 . 维图像比较!T721# 97GG7FD# Ba$.-# Ca./+# "a*%-"

W=3%O(VEIG1F=DE2 EHBC7F7AE2DBF;AB7@ =I137DX=BC @=HH7F72B@=I72D=E2DEHI71D;F7I72BI1BF=A7D

!T72112@ 97GG7FD#Ba$.-#Ca./+# "a*%-" !!1" BC7EF=3=21L=I137' !\" ;D=23BC7I1BF=J

$

$.- b./+

'

!A" ;D=23BC7I1BF=J

$

+O b$.-

' !@" ;D=23BC7I1BF=J

$

'. b+O

"
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表 B@不同维数观测矩阵重构 B 维图像峰值信噪比#(1)G?FE"2 G?FJ$

I2);'B@<$4#2%-1$.$3&0'K!L+$3%',$.1&%",&-$.1>-&0(-33'%'.&(-4'.1-$.1$34'21"%'4'.&42&%-,'1

#(1)G?FE" 2 G?FJ$

图像!CbCR像素" 观测矩阵降维比例
98"?R@i

最大值 最小值 平均值

T721!./+ b./+"

-a$ '$%$+' . .#%+/+ ' '*%/&$ &

-a. '$%./* $ .-%OO$ * '*%O.& O

-aO '$%.O. / .+%&'# + .#%-/$/

97GG7FD!./+ b./+"

-a$ '$%//+ + .#%O/+ & '*%+.& $

-a. '$%//+ + .#%'O. / '*%O&- #

-aO '$%/.- / .-%&$# / .#%+-# +

512@=FLL!/$. b/$."

-a$ .'%&/. O ..%#-' + .'%$&/ /

-a. .'%$*/ * ..%#&' / .'%*O$ +

-aO .'%*-' O ..%-+/ * .'%**. +

Q!,AELE2!/$. b/$."

-a$ '*%+.+ + '*%.'& - '*%O*/ '

-a. '*%OO* ' .#%-+O # '*%$-- #

-aO '*%'#O & .#%&'O & '*%*$* '

的高斯随机观测矩阵分别经 /* 次采样和重构后#其

重构图像峰值信噪比的最大值# 最小值和平均值)

从表 . 可知# 对高斯随机观测矩阵进行降维后!如

-a. 或 O"# 随着观测矩阵维数的减小# 其重构图像

的峰值信噪比也逐渐降低# 但其总体上仍具备较高

的重构质量# 且在主观视觉上很难觉察重构图像质

量的下降) 从而进一步验证了可以采用本文的方

法# 利用降维后的观测矩阵对原始信号进行采样和

重构)

实验中# 为进一步验证降维观测矩阵对重构性

能的影响# 采用不同的采样率对原始图像进行了采

样# 且在采样率相同时# 利用不同维数的高斯随机

观测矩阵进行观测) 实验同样进行了 /* 次# 取重

构图像峰值信噪比的平均值# 其结果如表 ' 所示)

表 C@不同采样率时不同维数观测矩阵重构 B 维图像峰值信噪比#2 G?FJ$

I2);'C@<$4#2%-1$.$3&0'34)5$3%',$.1&%",&-$.1>-&0(-33'%'.&(-4'.1-$.1$34'21"%'4'.&42&%-,'12.(

(-33'%'.&$)1'%62&-$.."4)'%1#2 G?FJ$

图像!CbCO像素" BRC

98"?平均值R@i

-a$ -a. -aO -a- -a$+

T721!./+ b./+"

*%- O*%''+ $ O*%.&& $ '#%#.+ * '-%O./ - '&%'-* *

*%/ '*%/&$ & '*%O.& O .#%-/$ / .-%-+- * .&%#'& -

*%O .+%-O$ # .+%../ & .O%#+' $ .O%.#- / .'%$&& '

*%./ $/%&O+ + $/%/*' / $O%+/' * $O%++/ $ $'%/+- #

97GG7FD!./+ b./+"

*%- O.%'++ ' O.%.'- ' O$%/+- . '&%#&* # '+%-&- *

*%/ '*%+.& $ '*%O&- # .#%+-# + .-%/+O * .-%*-$ '

*%O .+%O+* * ./%-/# / ./%+-. $ .O%.+& * .'%+-O /

*%./ $/%#+O # $/%+/* / $/%$$. / $O%*-# ' $'%-*$ /

Q!,AELE2!/$. b/$."

*%- '#%O#. * '#%'/# + '#%$*' O '-%#$' & '-%+$# '

*%/ '*%O*/ ' '*%$-- # '*%*$* ' .-%O/$ # .-%$+* $

*%O .&%*&O & .&%*O$ $ .+%-/* & .'%/&# ' ..%.&* $

*%./ .$%-+- $ .$%/$' + .$%'/- * .*%-O+ * .*%$*& .

512@F=LL!/$. b/$."

*%- .#%$-# + .#%$'* & .#%*&# / .-%&#& - .-%+#- $

*%/ .'%$&/ / .'%*O$ + .'%**. + ..%*'O / .$%+&. +

*%O .$%+.O * .$%/## & .$%/+O / .$%.*& * .$%$*# +

*%./ $#%'*' . $#%..# O $#%*'- * $-%#/$ ' $-%-/$ '
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((如表 ' 所示# 在相同采样率的情形时# 随着高

斯随机观测矩阵维数的降低# 经其采样重构后的峰

值信噪比呈一定的降低趋势# 但下降趋势非常平

缓) 特别地# 当-a. 或 O 时# 其重构信号的峰值信

噪比与-a$ 时几乎相等# 即当观测矩阵大小降低

至 $RO 时# 对 . 维图像信号的重构质量几乎没有影

响) 当观测矩阵维数继续降低时# 其重构图像的质

量稍有下降# 且下降程度较 -a. 或 O 时更为明显)

由此# 可以清楚地看到本文所提的基于半张量积的

压缩感知模型# 有效降低了观测矩阵所占存储空间

的) 故在实际应用中# 可以根据实际情况# 找到重

构质量与观测矩阵存储空间的折中点)

H@结@论

结合半张量积理论# 提出了一种新型的压缩感

知模型) 虽然所提出的压缩感知模型没有有效提升

重构图像的质量# 但有效降低了观测矩阵在采样和

重构过程中所占的存储空间) 实验仿真结果表明#

在观测矩阵降维的过程中# 重构信号的质量并没有

非常明显的下降# 且当选择适当大小的观测矩阵#

其重构图像的质量几乎没有下降) 利用所述模型#

完全遵循了现有压缩感知的理论框架# 在采样和重

构过程中不增加任何附加操作)

本文借鉴基于!

"

!* Z"Z$"范数的迭代重加权

最小二乘重构方法对采样信号进行了重构# 在重构

过程中# 当原始信号的稀疏度N较大时# 存在重构

时间增加# 实时性变差的现象) 这一点是后续将要

继续着重解决的一个重点) 此外# 在后续工作中#

将继续尝试其他的重构方法# 以期在降低观测矩阵

维数的情形下# 在提升或不降低重构信号质量的同

时# 进一步加快重构速度# 以实现压缩感知的低存

储# 快速化重构)
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