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摘&要! 目的&构造一类新的基于函数值与偏导数值的加权有理插值样条曲面&讨论该样条曲面的相关性质并分

析曲面的局部约束控制) 方法&一方面&先从D方向构造有理三次插值样条&再从6方向构造二元有理插值样条曲

面'另一方面&按相反次序构造另一个二元有理插值样条曲面'最后将两种插值曲面加权得到一类新的有理插值样

条曲面) 结果&讨论插值曲面的性质&包括基函数*边界性质*积分加权系数的性质以及误差估计) 通过选择合适

的参数和加权系数&在不改变插值数据的前提下实现对插值区域内的局部约束控制) 结论&实验结果表明&新的

加权有理插值样条曲面具有良好的约束控制性质)
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"@引@言

曲线与曲面的表示是计算机辅助几何设计中的

重点问题之一) 传统的曲线曲面设计大多数用的是

多项式样条函数构造方法&对于给定的插值数据&插

值曲线曲面的表示与交互设计不够灵活) 随着计算

机辅助几何设计技术的发展&WyK98:方法*W样条及

fX]WV等方法被广泛应用到工业产品设计的各个方

面&如轮船*汽车*飞机外壳曲面造型的设计$%%

) 然

而&这些方法生成曲线曲面的局部修改也极为不易)

近年来&关于有理插值曲线的研究克服了传统

;'AF̀ ;'F中曲线曲面难以局部修改的缺点O如刘

爱奎等人$,%提出的带有形状参数的加权有理插值

曲线不仅具有简洁的表达式&同时可以让曲线整体

约束于折线之间&具有局部点控制性质&此方法对曲

线的设计方便快捷*行之有效) 闫伟奇等人$#%提出

了一种多节点有理样条曲线及曲面&并研究了该有

理样条的应用) V=1 等人$E*-%提出的基于等距线上

离散数据构造的有理插值样条可以应用于地质勘

探*锻造科技和医学影像中) 随着单变量曲线设计

方法研究的深入&二元有理插值曲面的研究也逐渐

引起广大学者的关注$)*P%

) F=01等人分别构造了分

母为双一次$+%

*双二次$$%仅基于函数值的二元有理

插值样条&并给出了样条函数的矩阵表示与边界性

质) 同年&F=01 等人$%(%构造了一类基于函数值和

偏导数的二元有理插值曲面样条&该样条函数具有

简单对称的基函数&便于理论研究与曲面局部约束)

邓四清等人$%%*%#%构造了分母分别为双二次*双三次

的二元有理插值曲面&并且研究了这些曲面的边界*

逼近*中央点约束性质) 项梅灵$%E%构造了仅基于函

数值的二元有理插值样条曲面&并研究了其凸性*边

界插值*极限*解析和正则等性质&指出其极限曲面

是双曲抛物面&揭示了参数对曲面形状的影响)

加权混合是曲线曲面设计中的一种常用造型方

法&b=012等人$%-%提出一种带有权的有理插值曲

面&并研究了该二元有理插值样条函数的矩阵形式

及误差估计) 张云峰等人$%)%研究了仅基于函数值

的加权有理插值样条曲面及其局部约束控制)

本文构造了一类新的基于函数值和偏导数值的

二元加权有理样条&该有理插值样条函数对任意正

参数和权系数都保持;

% 连续&具备了样条曲面的积

分性质*边界性质和局部约束控制性质&以及更好的

逼近精度) 实验结果表明&加权有理插值样条曲面

的可视化约束控制方法的有效性)

#@插值函数的构造
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.F%&8

3

U=

(

.&8

!D

.

" C"

.&8

3

U=

(

.&8

!D

.F%

" C"

.F%&8

对任意点集 !.&8"&.C%&,&2&( G%' 8C%&,&2&

'G%)在 $D

.

&D

.F%

' 6

8

&6

8F%

% 内构造函数

3

U

.&8

!D&6" C!% G

*

"

#

3

U

(

.&8

!D" F

*

!% G

*

"

,

3

^

.&8

F

*

,

!% G

*

"

/

@

.&8

F

*

#

3

U

(

.&8F%

!D" !,"

3

^

.&8

C#

3

U

(

.&8

!D" F,

8

O

.&8

/

@

.&8

C#

3

U

(

.&8F%

!D" G,

8

O

.&8F%

则 3

U

.&8

!D&6" 满足

3

U

.&8

!D

%

&6

1

" C*

%&1

'

3

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

D

C"

%&1

'

3

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

6

CO

%&1

%C.&.F%& 1C8&8F%

对于给定数据 !D

%

&6

1

&*

%&1

&"

%&1

&O

%&1

&%C.&.F%&
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1C8&8F%" 和参数
#

.&8

*

#

.&8F%

& 在区域 $D

.

&D

.F%

' 6

8

&

6

8F%

% 上的插值函数3

U

.&8

!D&6" 具有唯一性) 同时&易

于验证无论参数
#

.&8

*

#

.&8F%

取何值&在整个插值区域

$D

%

&D

(

'6

%

&6

'

% 上插值函数都保持;

% 连续)

同理&也可以先从 6方向构造插值曲线) 对于

任意的DCD

.

&.C%&,&2&(&在区间 $6

8

&6

8F%

% 上&

构造6方向的插值

5

U

(

.&8

!6" C

6

#

(

.&8

!6"

6

[

(

.&8

!6"

&8C%&,&2&'G% !#"

6

#

(

.&8

!6" C!% G

*

"

#

+

.&8

*

.&8

F

*

!% G

*

"

,

5

^

(

.&8

F

&&&&

*

,

!% G

*

"

7

@

(

.&8

F

*

#

*

.&8F%

6

[

(

.&8

!6" C!% G

*

"

,

+

.&8

F

*

,

5

^

(

.&8

C

+

.&8

*

.&8

F

+

.&8

,

8

O

.&8

7

@

(

.&8

C*

.&8F%

G,

8

O

.&8F%

且
+

.&8

H()

对任意点集 !.&8"&.C%&,&2&( G%&8C%&

,&2& 'G%) 在 $D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

% 内构造双变量有

理插值函数

5

U

.&8

!D&6" C!% G

/

"

#

5

U

(

.&8

!6" F

/

!% G

/

"

,

5

^

.&8

F

/

,

!% G

/

"

7

@

.&8

F

/

#

5

U

(

.F%&8

!6" !E"

5

^

.&8

C#

5

U

(

.&8

!6" F2

.

"

.&8

7

@

.&8

C#

5

U

(

.F%&8

!6" G2

.

"

.F%&8

且 5

U

.&8

!D&6" 满足

5

U

.&8

!D

%

&6

1

" C*

%&1

'

5

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

D

C"

%&1

'

5

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

6

CO

%&1

%C.&.F%&1C8&8F%

同理&对于给定数据 !D

%

&6

1

&*

%&1

&"

%&1

&O

%&1

&%C.&.F%&

1C8&8F%" 和参数
+

.&8

*

+

.F%&8

&

5

U

.&8

!D&6" 在 $D

.

&D

.F%

'

6

8

&6

8F%

% 具有唯一性) 同时&易得不论参数
+

.&8

*

+

.F%&8

取何值&在整个插值区域 $D

%

&D

(

'6

%

&6

'

% 上插值函

数保持;

% 连续)

基于上述插值函数 3

U

.&8

!D&6" 和 5

U

.&8

!D&6" &构

造一类新的加权有理插值函数

U

.&8

!D&6" C

,

3

U

.&8

!D&6" F

!% G

,

"

5

U

.&8

!D&6" !-"

式中&

,"

$(&%% 为加权系数) 显然&式!-"定义的

加权有理插值函数满足

U

.&8

!D

%

&6

1

" C*

%&1

'

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

D

C"

%&1

'

U

.&8

!D

%

&6

1

"

'

6

CO

%&1

%C.&.F%&1C8&8F%

且无论系数
#

.&8

*

#

.&8F%

和
+

.&8

*

+

.F%&8

取何值&其在整个

插值区域 $D

%

&D

(

'6

%

&6

'

% 保持 ;

% 连续) 特别地&当

#

.&8

CG% 时&式!%"是分母为一次的有理三次插值

样条函数&式!-"是分母为一次的加权有理插值曲

面样条&文献$%)%构造的有理插值样条是式!-"的

特例)

样条曲面的整体与局部修改是 ;'AF中的一

个重点课题&上述加权有理插值样条曲面通过调节

权系数的取值&可以灵活控制曲面的形状) 给定插

值数据如表 % 所示)

表 #@插值数据

B'0<)#@%*2),D8<'2+8*9'2'

!D

.

&6

8

" *

.&8

"

.&8

O

.&8

!(&(" %O( (O- h(OE

!(&%" ,O( h)O( h%O%

!%&(" %O( h%O( (O-

!%&%" #O( h(O, h,O(

参数
#

.&8

C

#

.&8F%

C

+

.&8

C

+

.F%&8

C% &图 % 为带不

同权系数
,

有理插值样条)

相比图 % ! S"曲面的+平缓.&图 % !8"继承了

图 %!0"曲面的快速+上升.'相比于图 %!0"曲面陡

然+上升.&图 %!@"继承了图 %!S"曲面中的+平缓.

部分'当
,

C(J- 时 U

.&8

!D&6" 兼顾 3

U

.&8

!D&6" 和

3

U

.&8

!D&6" 的形状) 由此可以看出&加权有理插值样

条可以根据需要选择继承 3

U

.&8

!D&6" 或 5

U

.&8

!D&6" 的

几何特征&在几何造型中生成更加丰富的形状)

!@插值基函数

插值样条函数U

.&8

!D&6" 可以表示为

U

.&8

!D&6" C

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

$$

%&1

!

/

&

*

"*

%&1

F

Q

%&1

!

/

&

*

"2

.

"

%&1

F-

%&1

!

/

&

*

",

8

O

%&1

% !)"

$

.&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"!% G

/

"

,

#

.&8

!% G

/

"

,

#

.&8

F

/

,

F

&&

!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"!% G

*

"

,

+

.&8

!% G

*

"

,

+

.&8

F

*

,
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图 %&带不同权系数有理插值样条
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,

g%' !S"

,

g(' !C"

,

g(5-' !@"

,

g(5+' !8"

,

g(5,"

$

.&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

"!% G

/

"

,

#

.&8F%

!% G

/

"

,

#

.&8F%

F

/

,

F

&&

!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

*

,

!% G

*

"

,

+

.&8

F

*

,

$

.F%&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

/

,

!% G

/

"

,

#

.&8

F

/

,

F

&&

!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"!% G

*

"

,

+

.F%&8

!% G

*

"

,

+

.F%&8

F

*

,

$

.F%&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

"

/

,

!% G

/

"

,

#

.&8F%

F

/

,

F

&&&&&

!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

*

,

!% G

*

"

,

+

.F%&8

F

*

,

Q

.&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

/

!% G

/

"

,

#

.&8

!% G

/

"

,

#

.&8

F

/

,

F

&&&&&!% G

,

"

/

!% G

/

"

,

Q

.&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

"

/

!% G

/

"

,

#

.&8F%

!% G

/

"

,

#

.&8F%

F

/

,

Q

.F%&8

!

/

&

*

" CG

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

/

,

!% G

/

"

!% G

/

"

,

#

.&8

F

/

,

G

&&&&&!% G

,

"

/

,

!% G

/

"

Q

.F%&8F%

!

/

&

*

" CG

,*

,

!# G,

*

"

/

,

!% G

/

"

!% G

/

"

,

#

.&8F%

F

/

,

-

.&8

!

/

&

*

"C

!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

*

!% G

*

"

,

+

.&8

!% G

*

"

,

+

.&8

F

*

,

F

,*

!% G

*

"

,

&&&&&&

-

.&8F%

!

/

&

*

"CG

!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

*

,

!% G

*

"

!% G

*

"

,

+

.&8

F

*

,

G

,*

,

!% G

*

"&&&&&

-

.F%&8

!

/

&

*

" C

!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

*

!% G

*

"

,

+

.F%&8

!% G

*

"

,

+

.F%&8

F

*

,

-

.F%&8F%

!

/

&

*

" CG

!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

*

,

!% G

*

"

!% G

*

"

,

+

.F%&8

F

*

,

式中& $

%&1

*Q

%&1

和-

%&1

!%C.&.F%'1C8&8F%" 称为双

变量样条插值函数U

.&8

!D&6" 的基函数)

容易验证

'

$

.&8

!

/

&

*

"

'#

.&8

H(

'

$

.&8F%

!

/

&

*

"

'#

.&8

C(

'

$

.F%&8

!

/

&

*

"

'#

.&8

P(

'

$

.F%&8F%

!

/

&

*

"

'#

.&8

C(

因此随着
#

.&8

的递增& $

.&8

!

/

&

*

" 也相应递增&而

$

.F%&8

!

/

&

*

" 相应递减&即生成的插值曲面在插值点

!D

.

&6

8

" 处的权重增加&在插值点 !D

.F%

&6

8

" 处的权

重减少&而在 !D

.

&6

8F%

" 及 !D

.F%

&6

8F%

" 的权重没有发

生变化) 从几何形状上看&

#

.&8

的变化会引起插值

曲面在插值点 !D

.

&6

8

" 及 !D

.F%

&6

8

" 附近形状的剧烈

变化!

#

.&8

的递增使插值曲面更靠近 !D

.

&6

8

"& 远离

!D

.F%

&6

8

""&而在插值点 !D

.

&6

8F%

" 及 !D

.F%

&6

8F%

" 附
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近形状的变化很小) 因此&在几何设计中&参数
#

.&8

主要用于控制插值曲面在 !D

.

&6

8

" 及 !D

.F%

&6

8

" 附近

的形状) 同理&其他参数
#

.F%&8

*

+

.&8

*

+

.&8F%

可以控制插

值曲面在相应位置的形状)

对表 %插值数据&取
,

C(J,-&讨论参数取值对

有理插值曲面形状的影响&各参数取值如表 ,所示)

相应有理插值曲面如图 , 所示)

由图 % 和图 , 可知&在曲面设计中可以灵活选

取权系数及参数来生成理想的有理插值曲面)

表 !@参数表

B'0<)!@L','&)2),12'0<)

图 ,

#

.&8

#

.F%&8

+

.&8

+

.&8F%

!0" %O(( )(O( %O(( %O((

!S" (O(- (O(- %O(( %O((

!C" %O(( %O(( )(O( )(O(

!@" %O(( (O(- (O(- %O((

!8" %O(( %O(( %O(( )(O(

!?" %O(( %O(( (O(- (O(-

图 ,&带不同参数的有理插值样条

Y925,&!/8:0N9<10>91N8:B<>0N9<1 DB>918Q9N/ @9??8:81NB0:078N8:D!!0"

,

g%' !S"

,

g(' !C"

,

g(5-'

!@"

,

g(5+' !8"

,

g(5,' !?"

,

g(5,-"

&&为进一步讨论插值样条函数的有界性&需要讨

论基函数的一些性质) 首先

#

%&1

$

%&1

C$

.&8

F$

.&8F%

F

$

.F%&8

F$

.F%&8F%

C% !P"

#

%&1

Q

%&1

CQ

.&8

FQ

.&8F%

GQ

.F%&8

GQ

.F%&8F%

C

/

!% G

/

"

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

!% G

/

"

#

.&8

F

/

!% G

/

"

,

#

.&8

F

/

,

[ F

,*

,

!# G,

*

"

!% G

/

"

#

.&8F%

F

/

!% G

/

"

,

#

.&8F%

F

/

,

F!% G

, ]"
注意到&对给定的

("

!(& F

v

"&有

70[

'"

$(&%%

!% G

'

"

(

F

'

!% G

'

"

,

(

F

'

{ },

C

% F槡
( )

(

,

, 槡(

故

#

%&1

Q

%&1

! /

!% G

/

"

,

% G#

*

,

F,

*

( )#

% F

#

.&槡
( )

8

,

,

#

.&槡 8

[ F

,*

,

!# G,

*

"

% F

#

.&8F槡
( )

%

,

,

#

.&8F槡 %

F!% G

, ]" !

%

E

$

,

!% G#

*

,

F,

*

#

" F

,*

,

!# G,

*

" F!% G

,

"%

70[

% F

#

.&槡
( )

8

,

,

#

.&槡 8

&

% F

#

.&8F槡
( )

%

,

,

#

.&8F槡
[ ]

%

C

%

E

70[

% F

#

.&槡
( )

8

,

,

#

.&槡 8

&

% F

#

.&8F槡
( )

%

,

,

#

.&8F槡
[ ]

%

8

B

即

#

%&1

Q

%&1

!

B !+"

同理

#

%&1

-

%&1

C-

.&8

G-

.&8F%

F-

.F%&8

G-

.F%&8F%

!

%

E

70[

% F

+

.&槡
( )

8

,

,

+

.&槡 8

&

% F

+

.F%&槡
( )

8

,

,

+

.F%&槡
[ ]

8

8

B !$"

式中& B&B H()
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此外&当
#

.&8

-

( 时&式!%"定义的 3

U

(

.&8

!D" 是满

足条件*!D

.F%

&6

8

" C*

.F%&8

& *

D

!D

.F%

&6

8

" C"

.F%&8

的插值

函数'当
#

.&8

-

v

时&式!%"定义的3

U

(

.&8

!D" 是满足条

件*!D

.

&6

8

" C*

.&8

& *

D

!D

.

&6

8

" C"

.&8

的插值函数) 此

时&

3

U

.&8

!D&6" 是 $D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

% 上的一个二元插

值函数) 同理&当
+

.&8

-

( 时&式!E"定义的 3

U

.&8

!D&

6" 也是一个二元插值函数)

特别地&当
#

.&8

&

#

.&8F%

-

( 且
+

.&8

&

+

.F%&8

-

( 时&

U

.&8

!D&6" 的基函数为

$

.&8

!

/

&

*

" C(

$

.&8F%

!

/

&

*

" C!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

$

.F%&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

$

.F%&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

" F!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

Q

.&8

!

/

&

*

" C!% G

,

"

/

!% G

/

"

,

Q

.&8F%

!

/

&

*

" C(

Q

.F%&8

!

/

&

*

" CG

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"!% G

/

" G

&&&& &!% G

,

"

/

,

!% G

/

"

Q

.F%&8F%

!

/

&

*

" CG

,*

,

!# G,

*

"!% G

/

"

-

.&8

!

/

&

*

" C

,*

!% G

*

"

,

-

.&8F%

!

/

&

*

" CG

,*

,

!% G

*

" G

&&&& &!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"!% G

*

"

-

.F%&8

!

/

&

*

" C(

-

.F%&8F%

!

/

&

*

" CG!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"!% G

*

"

&&同理&

#

.&8

&

#

.&8F%

-

v

且
+

.&8

&

+

.F%&8

-

v

时&

U

.&8

!D&6" 的基函数为

$

.&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

" F

&&&&&!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

$

.&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

"

$

.F%&8

!

/

&

*

" C!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

$

.F%&8F%

!

/

&

*

" C(

Q

.&8

!

/

&

*

" C

,

!% G

*

"

,

!% F,

*

"

/

F

&&&&&!% G

,

"

/

!% G

/

"

,

Q

.&8F%

!

/

&

*

" C

,*

,

!# G,

*

"

/

Q

.F%&8

!

/

&

*

" CG!% G

,

"

/

,

!% G

/

"

Q

.F%&8F%

!

/

&

*

" C(

-

.&8

!

/

&

*

" C!% G

,

"!% G

/

"

,

!% F,

/

"

*

F

&

,*

!% G

*

"

,

&-

.&8F%

!

/

&

*

" CG

,*

,

!% G

*

"

-

.F%&8

!

/

&

*

" C!% G

,

"

/

,

!# G,

/

"

*

-

.F%&8F%

!

/

&

*

" C(

给定平面区域
-

#$(&%'(&%%& 插值数据如表 %

所示&取
,

C(J-)

当
#

.&8

&

#

.&8F%

-

( 且
+

.&8

&

+

.F%&8

-

( 时&加权有理

插值样条的极限曲面见图 #!0"'

#

.&8

&

#

.&8F%

-

v

且

+

.&8

*

+

.F%&8

-

v

时&加权有理插值样条的极限曲面见

图 #!S")

图 #&有理插值样条的极限曲面

Y925#&!/8>979ND=:?0C8D<?N/8:0N9<10>91N8:B<>0N9<1 DB>918!!0"

#

.&8

&

#

.&8i%

&

+

.&8

&

+

.i%&8

-

(' !S"

#

.&8

&

#

.&8i%

&

+

.&8

&

+

.i%&8

-

v

"

A@积分性质

由式!P"(!$"可知&加权有理插值函数U

.&8

!D&

6" 具有如下积分性质#

性质 %&设 *!D&6"

9

%&!D&6"

"

!&U

.&8

!D&6"

是定义在!C$D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

% 上的加权有理插值

函数) 则对任意
,"

$(&%%&U

.&8

!D&6" 的积分保持

一致性&即

1

!

U

.&8

!D&6"@D@6C2

.

,

8

此外&对一般的*!D&6"&由式!)"易知



J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

J I
G

中国图象图形学报版权所有

!"#$%&&'"$(&)*+ %,&-

%$+##

1

!

U

.&8

!D&6"@D@6C

2

.

,

8#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

!$

(

%&1

*

%&1

FQ

(

%&1

2

.

"

%&1

F-

(

%&1

,

8

O

%&1

"

式中

$

(

%&1

C

1

$(&%'(&%%

$

%&1

!

/

&

*

"@

/

@

*

Q

(

%&1

C

1

$(&%'(&%%

Q

%&1

!

/

&

*

"@

/

@

*

-

(

%&1

C

1

(&%'(&

[ ]
%

-

%&1

!

/

&

*

"@

/

@

*

!%C.&.F%&1C8&8F%" 称为U

.&8

!D&6" 的积分加权

系数&且它们的符合具有类似表 , 的结论) 类似

式!P"(!$"&代入易证如下性质#

性质 ,& U

.&8

!D&6" 是定义在 $D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

%

上的加权有理插值函数&对任意
,"

$(&%%&存在正

实数B&B&使U

.&8

!D&6" 的积分加权系数满足

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

$

(

%&1

C%

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

Q

(

%&1

!

B

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

-

(

%&1

!

B

特别地&当
,

C % 时& U

.&8

!D&6" C

/

U

.&8

!D&6" &

,

C( 时& U

.&8

!D&6" CU

.&8

!D&6" & 相应的积分加

权系数也具有类似性质 , 的结论&此处不再

赘述)

E@有界性

由于式!-"定义的双变量加权有理插值是在每

个矩形区域内的局部插值&插值函数取决于被插函

数的函数值和偏导数) 在每个含有参数的插值区

域&参数的取值不同插值曲面会产生相应的变化)

因此&我们需要考虑插值曲面变化的范围&即插值函

数的有界性)

记 B

%

C 70[

%&1

3

*

%&1

4&B

,

C 70[

%&1

32

.

"

%&1

4&

B

#

C70[

%&1

3,

8

O

%&1

4&其中%C.&.F%'1C8&8F%)由

式!P"(!$"得

U

.&8

!D&6"

C

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

!$

%&1

*

%&1

FQ

%&1

2

.

"

%&1

F-

%&1

,

8

O

%&1

"

!

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

!$

%&1

*

%&1

F

Q

%&1

52

.

"

%&1

F

-

%&1

5,

8

O

%&1

"

!

B

%

FBB

,

FBB

#

从而得到以下结论#

定理 %&给定插值数据 3!*

%&1

&"

%&1

&O

%&1

"&%C.&

.F%'1C8&8F%4&U

.&8

!D&6" 为式!-"定义在矩形域

$D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

% 上的双变量加权有理插值函数&则

U

.&8

!D&6"

!

B

%

FBB

,

FBB

#

$@局部约束控制

对于一组给定的插值数据&插值曲面的形状通

常是固定的) 本文定义的加权有理插值函数&由于

带有形状参数和加权系数&插值曲面可以在插值数

据给定的前提下灵活调节插值曲面的形状)

对于插值区域 $D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

% 内任意点 !D&

6"&不失一般性&取 !

/

&

*

" C!(J-&(J-"&插值曲面

的局部点控制问题&即选取形状参数和加权系数&使

有理插值样条曲面 U

.&8

!D&6" 在中点 !

D

.F%

GD

.

,

&

6

.F%

G6

.

,

" 处的函数值等于给定的实数B&即

#

.F%

%C.

#

8F%

1C8

!$

%&1

*

%&1

FQ

%&1

2

.

"

%&1

F-

%&1

,

8

O

%&1

" CB

!%("

式中&

B

!

B

%

FBB

,

FBB

#

&该局部点控制问题

称为中央点函数值控制问题)

式!%("含有 - 个未知量
#

.&8

*

#

.&8F%

*

+

.&8

*

+

.F%&8

及

,

&为了便于确定各参数的值&可令
,

C(J-&

#

.&8

C

#

.&8F%

C

#

.

&

+

.&8

C

+

.F%&8

C

+

8

&则式!%("可化简为

\

%

#

.

F\

,

+

8

F\

#

#

.

+

8

F\

E

C( !%%"

式中

\

%

CE!*

.&8

F,*

.&8F%

F*

.F%&8F%

" F

&2

.

!#"

.&8

F,"

.&8F%

G"

.F%&8

" F

&,

8

!O

.&8

G#O

.&8F%

G,O

.F%&8F%

" G%)B

\

,

CE!*

.&8

F,*

.F%&8

F*

.F%&8F%

" F

&2

.

!"

.&8

G#"

.F%&8

G,"

.F%&8F%

" F

&,

8

!#O

.&8

GO

.&8F%

F,O

.F%&8

" G%)B

\

#

CE!,*

.&8

F*

.&8F%

F*

.F%&8

" F

&2

.

!#"

.&8

F,"

.&8F%

G"

.F%&8

" F

&,

8

!#O

.&8

GO

.&8F%

F,O

.F%&8

" G%)B

\

E

CE!*

.&8F%

F*

.F%&8

F,*

.F%&8F%

" F

&2

.

!"

.&8

G#"

.F%&8

G,"

.F%&8F%

" F

&,

8

!O

.&8

G#O

.&8F%

G,O

.F%&8F%

" G%)B
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称式!%%"为中央点函数值控制方程) 如果存在
#

.

&

+

8

H( 使式!%%"成立&则加权有理插值样条函数

U

.&8

!D&6" 的中央点控制问题有解)

定理 ,& U

.&8

!D&6" 的中央点控制问题有解的

充分条件是序列 3\

%

&\

,

&\

#

&\

E

4 变号数的值不

为零)

R@误差估计

定理 #&设*!D&6"

"

;

%

&对任意的正参数
#

.&8

&

#

.&8F%

&

+

.&8

&

+

.F%&8

&式!-"定义的加权有理插值样条函

数对任意 !D&6"

"

$D

.

&D

.F%

'6

8

&6

8F%

%&满足

*!D&6" GU

.&8

!D&6"

!

&,I

%

F!% FB"I

,

F!% FB"I

#

式中

I

%

C {70[

*!D&6

}
"

I

,

C {70[ 2

.

*=

D

!D&6

}
"

I

#

C {70[ ,

8

*=

6

!D&6

}
"

证明&由!0L><:展开可知

*!D&6" C*!D

%

&6

1

" F!DGD

%

"

'

'

D

*!

3

%

&

3

,

" F

!6G6

1

"

'

'

6

*!

3

%

&

3

,

"

式中&

3

%

"

$D

.

&D

.F%

%&

3

,

"

$6

8

&6

8F%

%&%C.&.F%&1C

8& 8F%&从而

*!D&6" G*!D

%

&6

1

"

!

I

,

FI

#

则由定理 % 得

*!D&6" GU

.&8

!D&6"

!

*!D&6" G*!D

%

&6

1

"

F

*!D

%

&6

1

"

F

U

.&8

!D&6"

!

!I

,

FI

#

" FI

%

F!I

%

FBI

,

FBI

#

" C

,I

%

F!% FB"I

,

F!% FB"I

#

即证)

S@数值实验

例 %&!局部约束控制"利用中央点函数值控制

方程式!%%"&可以通过修改参数
#

.

*

+

8

的值控制中

央点函数值) 给定平面区域
-

#$(&%'(&%%&插值数

据如表 % 所示&基于正参数
#

.

*

+

8

和加权系数
,"

$(&%% 重构插值函数U

.&8

!D&6")取
,

C(J-&由中央

点函数值控制方程式!%%"&可以实现加权有理插值

样条的局部约束控制) 图 E!0"表示
#

.

C

+

8

C%J(

时的插值曲面&中央点函数值为B C%J-#E)

为了使曲面在中央点处的形状+局部上升.&取

B C%JP&令
#

.

C(J%&解得
+

8

C%$J%-%&图 E!S"表

示此时的插值曲面) 为了使曲面在中央点处的形状

+局部下降.&取 B C%J(& 令
#

.

C%(& 解得
+

8

C

%J+,)&图 E!C"表示此时的插值曲面)

例 ,&!误差估计"设被插函数为

*!D&6" C % G!% GD"

,

G!% G6"槡
,

式中& D

"

$(J-&%J-'(J-&%J-%) 取 D

.

C (J- F

(J,!.G%"&6

8

C(J- F(J,!8G%"&.&8C%&,&#&E&-&

))即 2

.

C,

8

C(J,)令
,

C(J-&且

#

.J8

C

+

.J8

C(J- F(J-!.G%" F(J-!8G%"

则插值曲面U

.&8

!D&6" 与被插值曲面*!D&6" 的误差

如图 - 所示)

选择不同的权系数和参数值&可以得到理想的

设计效果&表 # 所示为不同的权系数和参数生成插

值曲面的误差)

#

.&8

C

#

.F%&8

C

#

&

+

.&8

C

+

.&8F%

C

+

)

图 E&加权有理插值样条曲面的局部约束控制
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图 -&插值样条曲面的误差

Y925-&!/88::<:<?91N8:B<>0N912DB>918D=:?0C8

表 A@不同权系数和参数对应的逼近误差

B'0<)A@/DD,8U+&'2+8*),,8,?+2.9+CC),)*2

?)+(.2'*9D','&)2),1

, # + 误差H%(

h,

(OE- % % (O$

(OE- , (OE), %O(

(OE- %( %+O#(+ %O#

(O,- % % +O-

(O,- %( (O((E %O+

(O,- % (O(-+ %O,

W@结@论

本文构造了一种新的基于函数值和偏导数的加

权有理插值样条曲面) 该样条曲面具有简单对称的

基函数&不仅带有形状参数&还带有权系数) 对任意

的参数及权系数&生成的插值样条曲面满足 ;

% 连

续) 进一步讨论了该插值样条函数的积分性质*边

界性质*误差逼近性质与局部区域控制性质) 数值

实例说明&对于给定的插值数据&通过对参数
#

.&1

*

+

%&8

以及权系数
,

的修改&可以灵活调控加权有理插

值样条曲面的形状以满足设计需要) 文中构造的加

权插值样条可以插值任意数据点模型&并且理论上

是可以实现空间模型的任意处修改) 基于本文的研

究&后面可以进一步研究不同类型有理样条的融合

与形状设计)
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