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Bézier 曲线的同次扩展及其参数选择 

严兰兰，饶智勇，黄涛 

东华理工大学理学院，南昌 330013 

摘  要: 目的 本文旨在构造一种含形状参数的 Bézier 曲线，要求该曲线定义在代数多项式空间上，其

基函数的次数与相同数量控制顶点所需 Bernstein 基函数的次数相同，对基函数以及相应曲线的计算要

尽可能简单，并且要给出常见设计要求下曲线中形状参数的选取方案。方法 以三次 Bézier 曲线为初始

研究对象，依据由可调控制顶点定义可调曲线的思想，在两个内控制顶点中引入参数，与 Bernstein 基

函数作线性组合生成形状可调曲线，再将曲线表达式改写成固定控制顶点与含参数的调配函数的线性

组合，从而得出三次 Bernstein 基函数的含参数扩展基，借助递推公式得出更高次的含参数扩展基，然

后观察基函数表达式的规律，给出所有含参数扩展基统一的显示表达式，分析了扩展基的性质，并由

之定义含参数的曲线，分析了曲线的性质，给出了曲线的几何作图法以及光滑拼接条件，以曲线拉伸

能量、弯曲能量、扭曲能量近似最小为目标，推导了曲线中形状参数的计算公式，再通过曲线图和曲

率图对比分析了不同能量目标所得曲线的差异。结果 由于所给含参数的扩展基并未提升 Bernstein 基

函数的次数，且具有统一的显示表达式，因此所给方法在赋予 Bézier 曲线形状调整能力的同时并未增

加计算量，由于提供了可以直接使用的形状参数的计算公式，因此在使用该方法时，符合设计要求的

形状参数的确定变得简单，数值实例直观显示了所给曲线造型方法以及曲线中形状参数选取方案的正

确性与有效性，体现了所给方法较文献中类似方法的优越之处。结论 所给含参数扩展基的构造方法以

及形状参数的选取方法具有一般性，该方法可以推广至构造含形状参数的三角域 Bézier 曲面。 

关键词: 曲线造型; Bézier 曲线; 形状参数; 能量优化; 参数选择 

Extension of Bézier curves of the same degree and the parameter selection 

Yan Lanlan, Rao Zhiyong, Huang Tao 

College of Science, East China University of Technology, Nanchang, 330013, China 

Abstract: Objective The purpose of this paper is to construct a kind of Bézier curves with shape parameter. 

We require the curves defined in algebraic polynomial space. The degree of the basis functions should be the 

same as the Bernstein basis functions which needed by the same number of control points. The calculation of 

the basis functions and the corresponding curves should be as simple as possible. The selection scheme under 

common design requirements of the shape parameter in the curves should be given. Method With the cubic 

Bézier curve as the initial research object, and according to the idea of defining shape adjustable curve by 
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adjustable control points, we introduce parameter into the two inner control points. Let the control points 

with parameter have a linear combination with the Bernstein basis functions to generate the shape adjustable 

curves. Rewriting the expression of the curves as the linear combination of the fixed control points and the 

blending functions with parameter, then we obtain the extended basis with parameter of the cubic Bernstein 

basis functions. By using the recursive formula, we obtain the extended basis with parameter of higher degree. 

Then, we observe the rule of the basis functions expression, and give the uniform explicit expression of all 

extended basis functions with parameter. The properties of the extended basis functions are analyzed, and the 

corresponding curves with parameter are defined. The properties of the curves are analyzed. The geometric 

drawing method and the smooth joining conditions of the curves are also given. The calculation formula of 

the parameter which makes the stretch energy, strain energy and jerk energy of the curves approximate min-

imum is deduced. The difference of the curves determined by different energy targets is compared and ana-

lyzed by graph of the curves and their curvatures. Result Due to the fact that the extended basis functions 

have the same degree as the Bernstein basis functions and they have the uniform explicit expression, t he 

method gives the Bézier curves shape adjustability without increasing the calculation amount. Because of the 

calculation formula of the shape parameter can be used directly, it is easy to determine the shape parameter 

that conforms to the design requirements when using this method. The numerical examples intuitively show 

the correctness and validity of the proposed curve modeling method and the shape parameter selection 

scheme in the curve. The illustration also shows the superiority of the method given in this paper over the 

similar methods given in literature. Conclusion The method of constructing extended basis with parameter 

and the selection method of shape parameter are general. This method can be extended to construct triangular 

Bézier surface with parameter.  

Key words: Curve modeling; Bézier curve; shape parameter; energy minimization; parameter selection 

0  引  言 

计算机辅助几何设计(CAGD)是随着航空、

汽车等现代工业的发展与计算机的出现而产生

与发展起来的一门新兴学科，其主要研究对象

是工业产品的几何形状。工业产品的形状大致

可分为两类：一类仅由初等解析曲面组成，可

用解析几何方法表达；一类由自由型曲线曲面

组成，例如飞机、汽车、船舶的外形零件。Bézier

方法是 CAGD 中定义自由型曲线曲面的常用

方法之一，该方法采用 Bernstein 多项式作为基

函数，归功于 Bernstein 基函数的一些“几何直

观的”性质[1]，Bézier 方法具有许多有利于形状

设计的优良性质，使得该方法在实践中表现出

强大的生命力。 

虽然 Bézier 方法具有诸多优点，但也存在

一些不足。例如：对于 Bézier 曲线曲面而言，

当选定曲线曲面次数以后，其形状便由控制顶

点唯一确定。为了对此进行改进，学者们给出

了多种带形状参数的 Bézier 曲线曲面模型，如

[2-15]。这些模型有的定义在多项式函数空间

上[2-9]，有的定义在非多项式函数空间上[10-15]，

如三角函数空间[10-12]、双曲函数空间[13-15]。建

立这些模型的共同方法是构造含参数的调配函

数，然后用调配函数与控制顶点作线性组合来

定义曲线曲面。正是因为调配函数中含参数，

所以选择不同的参数值，真正参与计算的调配

函数是不一样的，这样一来，即使不改变控制

顶点，曲线曲面的形状依然可以通过改变形状

参数的取值来进行调整。 

与经典的 Bézier 曲线曲面相比，带形状参

数的 Bézier 曲线曲面提供了独立于控制顶点的

形状调整自由度，但同时也增加了设计人员选

择形状参数的工作量。因此，为带形状参数的

Bézier 曲线曲面模型提供形状参数的选取方

案，对于增强这些模型的实用性具有积极意义。 

在实际的曲线曲面造型设计中，设计人员

比较关注的是曲线曲面的连续性和光顺性。对



     

      

于 Bézier 型曲线曲面而言，一旦曲线曲面次数

选定，连续性和光顺性这两个特征就直接取决

于曲线曲面的控制顶点。这样一来，要想获得

满意的形状，控制顶点的选择至关重要。文献

[16]研究了在给定部分控制顶点的情况下，如

何构造其他控制顶点，使得最终定义的 Bézier

曲线具有最小的能量，从而具有视觉上较优的

形状。 

文献[16]中使用的能量优化法是构造光顺

曲线的常用方法，该方法在动画设计、计算机

视觉、工业设计等领域有着广泛的应用。例如

在船体、汽车车身的设计中，通常根据曲面上

的关键曲线是否光顺以及曲面的主曲率、高斯

曲率、平均曲率等变化是否均匀来判断曲面是

否光顺。文献[17-20]研究了能量优化法在曲线

曲面光顺处理中的应用。 

采用能量优化法进行曲线设计，可以根据

不同的设计要求选择不同的能量函数，这种方

法具有可控性好、真实性强的特征。关于能量

最小曲线造型方法的研究文献有很多，例如

[21-27]，文献[28]则研究了曲线形状与曲线能

量之间的关系。 

对于传统的 Bézier 方法而言，由于曲线曲

面形状几乎由控制顶点唯一确定，所以当曲线

曲面的连续性、光顺性达不到要求时，唯一的

做法是调整控制顶点。然而这种方式不仅使用

不方便，而且注意到有些时候曲线曲面控制顶

点是事先给定的，不宜对其进行调整，特别是

当控制顶点为取自实物的精确测量点时，对其

调整是不可取的。在这种情况下，带形状参数

的 Bézier 曲线曲面模型的优越性便凸显出来，

因为设计人员可以不调整控制顶点，仅通过改

变形状参数的取值来调整曲线曲面的连续性与

光顺性[29]。 

虽然目前有众多文献给出了带形状参数的

Bézier 曲线曲面模型，但很少有文献从光顺性

的角度给出形状参数取值的建议。另外，多项

式函数是众多函数类型中计算最为简单的，且

多项式调配函数易于表示成 Bernstein 基函数

的线性组合，因此相应的曲线曲面模型易于统

一到目前 CAD/CAM 系统中所使用的标准形式

中来。鉴于此，本文希望给出一种新的定义在

多项式函数空间上的含形状参数的 Bézier 曲线

模型，并借助能量优化法给出形状参数取值的

建议。 

本文首先构造了一组含参数  的 n 次多项

式函数，证明了该函数组具有类似于 Bernstein

基函数的诸多性质，给出了由该函数组定义的

曲线的基本性质、几何作图法以及 1G 光滑拼接

条件，推导了使曲线拉伸能量、弯曲能量、扭

曲能量近似最小时，曲线中形状参数  的计算

公式。与已有相关文献相比，本文优点在于对

Bézier 曲线作含参数的扩展时，既未改变基函

数的多项式类型，又未提升基函数的多项式次

数，并且给出了所有基函数统一的显示表达式，

另外还给出了可以直接使用的通过能量最小化

光顺方法得到的形状参数计算公式，极大方便

了新曲线模型在几何造型设计中的应用。 

1  调配函数及其性质 

设 [0,1]t ， n ¥ 且 3n  ， ( 2,1]  ，记 

1 1

3 2 1 2

3 2 3

( ) (1 ) (1 )(1 )

[ (1 ) (1 ) ]

n i n i i n i i

i n

i i i

n n n

b t C t t t t

C t C t t C t

   

 

  

     

   
  (1) 

其中 0,1, ,i n K 。显然 ( )n

ib t 为 n 次多项式函数，

当 1  时， ( )n

ib t 即为第 i 个 n 次 Bernstein 基

函数。称函数组
0{ ( )}n n

i ib t 
为 n 次 Bernstein 基函

数的同次含参数扩展，简称为 n 次  -Bernstein

基函数。 

为了方便，在不至于引起混淆时，下文中

将省略自变量的记号，例如将 ( )n

ib t 简记为 n

ib 。 

命题 1  -Bernstein 基函数具有递推性，

即 
1 1

1(1 ) , [0,1]n n n

i i ib t b tb t 

          (2) 

其中 4n  ， 0,1, ,i n K ，并规定 1 1

1 0n n

nb b 

   。 

证明  记 (1 )n i n i i

i nB C t t  为 n 次 Bernstein

基函数，并记 
1 1 3 2 1 2

3 2 3(1 ) [ (1 ) (1 ) ]n n i i i i i

i n n nA t t C t C t t C t    

         

则 

(1 )n n n

i i ib B A    

由于 n

iB 具有递推性，即 
1 1

1(1 )n n n

i i iB t B tB 

    

因此接下来只需注明 n

iA 也具有递推性即可。而 
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(1 ) [ (1 ) (1 ) ]

n n

i i

n i i i i i

n n n

n i i i i i

n n n

n i i i i i

n n n

n

i

t A tA

t t C t C t t C t

t t C t C t t C t
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故得证。 

命题 2 当 ( 2,1]  时，对所有 3n  ，n 次

 -Bernstein 基函数非负。 

证明 由式(1)可知 
3 2

0

3 2

1

3 2

2

3 2

3

(1 )(1 )

(2 ) (1 )

(2 ) (1 )

(1 )

b t t

b t t

b t t

b t t







 

   


  


  


  

          (3) 

易知当 ( 2,1]  时， 3 0( 0,1, 2,3)ib i  ，再结合

式(2)可知，对 4n  ，有 0( 0,1, , )n

ib i n  K 。证

毕。 

命题 3 对所有 3n  ， n 次  -Bernstein 基

函数具有规范性。 

证明 由式(3)可知 
3 3 31
0 0 13

3 32
1 13

3 32
2 23

3 3 31
3 2 33

b B B

b B

b B

b B B

















  








 

           (4) 

由 3 次 Bernstein 基函数的规范性可知
3

3

0

1i

i

b


 。

假设当 n k 时，n 次  -Bernstein 基函数具有规

范性，则当 1n k  时，由式(2)可得 

1
1

1

0 0 1 0

(1 ) (1 ) 1
k k k

k k k

i i i

i i i

b t b t b t t






   

          

证毕。 

命题 4 对所有 3n  ， n 次  -Bernstein 基

函数具有对称性，即 (1 ) ( )n n

i n ib t b t  ，其中

0 , 1, ,i n K 。 

证明 当 3n 时，由式(4)及 3 次 Bernstein

基函数的对称性，易知函数组  
3

3

0
i

i
b


具有对称

性。假设当 n k 时，对称性成立，则当 1n k 

时，由式(2)可得 
1

1

1

1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

( ) (1 ) ( ) ( )

k k k

i i i

k k k

k i k i k i

b t tb t t b t

tb t t b t b t







    

     

   
 

证毕。 

命题 5 当 ( 2,1]  时，对所有 3n  ，n 次

 -Bernstein 基函数线性无关。 

证明 当 3n 时，考虑线性组合 

3
3

0

0i i

i

k b


  

其中 ( 0,1, 2,3)ik i ¡ ，将式(4)代入上式并整理

可得  
3 3 31 2 2 1

0 0 0 1 1 2 3 23 3 3 3

3

3 3

( ) ( )

0

k B k k B k k B

k B

         

 
 

由 3 次 Bernstein 基函数的线性无关性可得 

0

1 2
0 13 3

2 1
2 33 3

3

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

 

 

 




 


 
 

 

注意到 2   ，解出 0 ( 0,1, 2, 3)ik i  ，这表明

函数组  
3

3

0
i

i
b


线性无关。假设函数组  

0

k
k

i
i

b

线性

无关，接下来证明函数组 
1

1

0

k
k

i
i

b





也线性无关。

考虑线性组合 
1

1

0

0
k

k

i i

i

l b






  

其中 ( 0,1, , 1)il i k   ，将式(2)代入上式并

整理可得  
1

1

0 1

(1 ) 0
k k

k k

i i i i

i i

t l b t l b




 

     

注意到上式对区间 [0,1]内所有 t 值均成立，因

此 

0

0
k

k

i i

i

l b


               (5) 

1

1

1

0
k

k

i i

i

l b






               (6) 

由归纳假设和式(5)可得 0( 0,1, , )il i k  K ，由归

纳假设和式(6)可得 0 ( 1, 2, , 1)il i k  K ，因此

所有 0( 0,1, , 1)il i k  K 。证毕。 

命题 6 对所有 3n  ， n 次  -Bernstein 基

函数可以表示成 3 个相邻 n 次 Bernstein 基函数

的线性组合，即 
3 1 1
3 2 2 3

1 1

(1 ) ( ) (1 )

1 1

i i i i i
n n n n n

i i i
n n n

C C C C Cn n n n

i i i iC C C
b B B B

    
   

 

   

     (7) 

其中 ( )n

iB t 为 n 次 Bernstein 基函数，规定当 0i 

或 i n 时， 0i

nC  。 

证明 直接由式(1)即可得到。 

命题 7 对所有 3n  以及 0,1, ,i n K ，有 



     

      

1, 0, 1, ,
(0) (1)

0, 0, 0, ,

n n

i i

i i n
b b

i i n

  
  

  
    (8) 

( 1 ), 0,

(0) 1 , 1,

0, 0,1,

( 1 ), 1,

(1) 1 , ,

0, 1, .

n

i

n

i

n i

b n i

i

n i n

b n i n

i n n









    
     
 


    
     


   

     (9) 

证明 注意到 Bernstein 基函数的端点性质 

1, 0, 1, ,
(0) (1)

0, 0, 0, ,

n n

i i

i i n
B B

i i n

  
  

  
   (10) 

, 0, , 1,

(0) , 1, (1) , ,

0, 0,1, 0, 1, .

n n

i i

n i n i n

B n i B n i n

i i n n

     
      
    

(11) 

由式(7)(10)易得 
0 0

3

0 1

3
3

1

(1 )

0 0 1 0

(1 )

1

(0) (0) (0) (0) 1

(0) 0( 0)
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C C
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i
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n n n nC C

b B B B
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b B B B


















    

  


 


   

 

这表明式(8)成立。由式(7)(11)易得 
0 0

3

0 1

1 0 0
2 2

1

1 2 2
2 2

1

3
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(1 )

0 0 1
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1 1

( )

1 1
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n nC C
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这表明式(9)成立。证毕。 

2  可调曲线及其性质 

给定控制顶点 ( 2,3; 0,1, , )d

i d i n  V ，

可以定义曲线 

0

( ) ( )
n

n

i i

i

t b t


p = V           (12) 

其中 [0,1]t ， 
0

( ) ( 3)
n

n

i
i

b t n


 为 n 次  -Bernstein

基函数。称 ( )tp 为 n 次  -Bézier 曲线。 

根据  -Bernstein 基函数的性质，可以推知 

 -Bézier 曲线具有类似于 Bézier 曲线的凸包

性、对称性、几何不变性、仿射不变性、端点

插值性、端边相切性。除此之外，由于调配函

数中含参数  ，故  -Bézier 曲线还具有形状可

调性。 

命题 8 给定参数值 [0,1]t ，可以采用递推

求值算法来计算 ( 3)n n  次  -Bézier 曲线上相

应的点 ( )tp ，即 

1 3
0 1 1 3 3

0 0 0

3
3 2 1

0

( )
n n

n n n

i i i i i i

i i i

n n

i i i

i

t b b b

B


 

  

 



  

  

  



L

L

p = V V V

Q Q

 (13) 

其中 0 ( 0,1,..., )i i i n V V ，点 ( 1,2,..., 3)l

i l n V 递

推定义如下 
1 1

1(1 ) , 0,1,...,l l l

i i it t i n l 

    V V V    (14) 

点 ( 1, , 1)l

i l n n n  Q 递推定义如下 
1 1

1(1 ) , 0,1,..., 1l l l

i i it t i n l 

     Q Q Q  (15) 

当 2l n  时， 
2 3

0 0

2 3 31 2
1 0 13 3

2 3 32 1
2 2 33 3

2 3

3 3

n n

n n n

n n n

n n

 

 

 

   

   

 

 


 


 




Q V

Q V V

Q V V

Q V

       (16) 

证明 将式(2)代入式(12)并整理可得 

1 1

1

0 0 0

1 1
1 1

1

0 0

1
1

1

0

( ) (1 )

(1 )

[(1 ) ]

n n n
n n n

i i i i i i

i i i

n n
n n

i i i i

i i

n
n

i i i

i

t b t b t b

t b t b

t t b

 



  

 
 



 








 

  

  

  

 



p = V = V V

V V

V V

 

应用该结论 3n 次，可得式(13)中第一行关系

式以及式(14)。另外，由式(4)可知 3 次  -Bézier

曲线可以表示成 3 次 Bézier 曲线，即 
3

3 3 3 1 2
0 0 1 0 13 3

0

3
3 3 32 1
2 2 3 3 33 3

0

( )

( )

i i

i

i i

i

b B B

B B B

 

 

 



 



  

   





V V V V

V V V Q

 

显然，式(16)可以从上面的关系式中导出。然

后，对 3 次 Bézier 曲线执行 de casteljau 算法，

最后得到的点即为 n 次  -Bézier 曲线上的点。

运用 de casteljau 算法的理论即可得到式(13)中

第二行的关系以及式(15)。证毕。 

式 (16)具有明确的几何意义：点 2

0

n
Q 与

3

0

n
V 重合，点 2

1

n
Q 位于线段 3 3

0 1

n n 
V V 上且分该

线 段的 比为 2 :1   ， 点 2

2

n
Q 位 于线 段



     

 

3 3

2 3

n n 
V V 上且分该线段的比为 1 : 2   ，点

2

3

n
Q 与 3

3

n
V 重合。由此并结合命题 8 可知，完

全可以采用几何作图的方法得到 n 次  -Bézier

曲线上指定参数所对应的点。 

给定参数值 2

3
t  ，并选择形状参数 1

2
  ，

图 1 演示了 5 次  -Bézier 曲线的递推求值过

程。图中初始控制顶点用黑色圆圈标示，第一

次递推所得控制顶点用红色菱形标示，第二次

递推所得控制顶点用黑色菱形标示，转化为 3

次 Bézier 曲线后所得控制顶点用蓝色正方形标

示，第三次递推所得控制顶点用黑色下三角形

标示，第四次递推所得控制顶点用红色圆圈标

示，第五次递推所得控制顶点用黑色圆点标示，

该点也就是 5 次  -Bézier 曲线对应于参数 2

3
t 

的那一点。 

 
图 1   -Bézier 曲线的几何作图法 

Fig. 1  Geometric drawing method of  -Bézier curve 

命题 9 给定含参数
1 ( 2,1]   的 ( 3)m m 

次  -Bézier 曲线
1( )tp ，以及含参数

2 ( 2,1]   的

( 3)n n  次  -Bézier 曲线
2 ( )tp ，即 

1 1 1

0

2 2 2

0

( ) ( ; )

( ) ( ; )

m
m

i i

i

n
n

i i

i

t b t

t b t




















p = V

p = V

        (17) 

其中 [0,1]t ，若 

20 1

21 20 1 1, 1( )

m

m mC 




  

V V

V V V V
       (18) 

其中 0C  ，则曲线
1( )tp 与

2 ( )tp 在公共连接点

处 1G 连续。 

证明 由式(8)(9)(17)可得 

1 1 1 1 1 1, 1

2 20 2 2 21 20

(1) , (1) ( 1 )( )

(0) , (0) ( 1 )( )

m m mm

n






    


   

p = V p = V V

p = V p = V V

 

因此当式(18)中所给条件满足时，有 

2 1

2 1

(0) (1)

(0) (1)




 

p = p

p = p
 

其中 2

1

( 1 )

1
0

n C

m






 

 
  ，这表明两条曲线在公共连

接点处 1G 连续。证毕。 

从式(18)可以看出，  -Bézier 曲线的 1G 光

滑拼接条件与 Bézier 曲线的相同。一旦组合曲

线的控制顶点给定，组合 Bézier 曲线的形状便

唯一确定，但组合  -Bézier 曲线的形状可以通

过改变形状参数的取值来进行调整。对于单段

 -Bézier 曲线而言，形状参数  是全局参数，

改变形状参数的取值，整条曲线段的形状都会

发生改变。对于组合  -Bézier 曲线而言，各条

曲线段中形状参数的改变仅影响对应那一条曲

线段的形状，因此各曲线段中的参数对于整条

组合曲线而言是局部参数。整条组合  -Bézier

曲线的形状可以在不改变分段连接点处连续阶

的情况下，通过改变其部分段中参数  的方式

进行局部调整，也可以通过改变所有段中参数

 的方式进行全局调整。 

对于传统 Bézier 曲线而言，应用时的局限

之一在于曲线的形状控制不具有局部性，改变

任何一个控制顶点的位置都会引起整条曲线形

状的改变。在组合 Bézier 曲线中，改变那些在

光滑拼接条件中未涉及到的控制顶点，只会改

变当前曲线段的形状。也就是说，组合 Bézier

曲线的形状可以在不改变连接点处光滑度的前

提下作局部修改。从这个意义上讲，组合 Bézier

曲线具有局部形状控制性。对于组合  -Bézier

曲线而言，除了可以通过改变那些在拼接条件

中未涉及到的控制顶点来局部改变组合曲线的

形状以外，还可以在不改变任何控制顶点的情

况下，仅通过改变部分段中参数  的方式，在

不破坏分段曲线连接光滑度的前提下，作局部

形状修改。这也是在 Bézier 曲线中引入形状参

数的意义所在。 

图 2 以组合 3 次  -Bézier 曲线为例演示了

形状参数在组合  -Bézier曲线形状调整中的作

用。组合曲线控制顶点用黑色圆圈标示，位于

最下方的控制顶点为第一段的首控制顶点，同

时为第三段的末控制顶点，第一段与第二段、

第二段与第三段的控制顶点之间满足 1G 光滑

拼接条件。黑色曲线为所有段均取 1  所得到

的组合 3 次  -Bézier 曲线，同时也是组合 3 次

Bézier 曲线。在此基础上，将第一段、第三段

形状参数均改为 0  ，这两段的形状发生改



     

      

变，用黑色点线标示，第二段形状保持不变。

将所有段的形状参数均改为 1.5   ，整条组合

曲线的形状发生改变，用红色实线标示。 

 
图 2  组合  -Bézier 曲线的形状调整 

Fig. 2  Shape adjustment of composite  -Bézier curve 

3  形状参数的选择 

选择文献[16]中的三种能量函数 
1

( ) ( )

0
( ) ( ) , 1,2,3k k

kE t t dt k   p p  

当 1k  时
kE 为拉伸能量的近似，其反映的是曲

线长度；当 2k  时
kE 为弯曲能量的近似，其反

映的是曲线的曲率；当 3k  时
kE 为扭曲能量的

近似，其反映的是曲线曲率的变化量。  

下面推导使 ( 1, 2, 3)kE k  取最小值的参数

 的计算公式。 

将式(7)代入式(12)并整理，可得 

0

( ) ( )
n

n

i i i

i

t B


p = Q W  

其中 

2 1 11
3 1 2 3 1( )i

n

i i i

i i i

i n i n i n iC
C C C  

    

 


  

Q W V

W V V V
 

对 ( )tp 求 ( 1,2,3)k k  阶导数，可得 

( ) !

( )!
0

( ) ( )
n k

k k n kn
i i in k

i

t B









 





@

p = Q W

f g

 

其中 

!

( )!
0

!

( )!
0

n k
k n kn

i in k
i

n k
k n kn

i in k
i

B

B














 



  






f Q

g W

          (19) 

因此 
( ) ( ) 2( ) ( ) 2k kt t       p p = f f f g g g  

则曲线能量为关于形状参数  的函数，即 
1 1 1

2

0 0 0
( ) 2kE dt dt dt        = f f f g g g  

令 

1 1( )

0 0
2 2 0kdE

d
dt dt




     = f g g g  

得 
1

0

1

0

dt

dt










f g

g g

             (20) 

其中的 f 和 g 由式(19)定义。 

为了方便使用，下面分别给出当 1,2,3k 

时，取 3, 4,5n  所得公式(20)的具体表达式。 

首先统一记 

 T

0 1n n KD P P P  

其中 3, 4,5n  。 

当 1k  时，取 3n  ，公式(20)即为 
T 1
3 3 3

T 1
3 3 3

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 

1

3

1

3

5 13 7 10

0 8 4 7

0 0 8 13

0 0 0 5

2 4 1 1

0 2 1 1

0 0 2 4

0 0 0 2

   
  

  
  
  
  


  
    
 
 
 

X

Y

 

当 1k  时，取 4n  ，公式(20)即为 
T 1
4 4 4

T 1
4 4 4

  
D X D

D Y D
 

其中 

1

4

1

4

21 39 27 3 21

0 22 11 19 3

0 0 16 11 27

0 0 0 22 39

0 0 0 0 21

9 15 6 6 3

0 8 2 5 6

0 0 8 2 6

0 0 0 8 15

0 0 0 0 9

   
  

  
   
  

  
 

  


   
    
   
   
   

X

Y

 

当 1k  时，取 5n  ，公式(20)即为 
T 1
5 5 5

T 1
5 5 5

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 



     

 

1

5

1

5

135 215 141 27 59 54

0 114 61 85 48 59

0 0 72 48 85 27

0 0 0 72 61 141

0 0 0 0 114 215

0 0 0 0 0 135

20 30 17 11 3 7

0 18 3 15 9 3

0 0 14 4 15 11

0 0 0 14 3 17

0 0 0 0 18 30

0 0 0 0 0 20

    
  

   
   

  
  

  
   
  


   
    
  

     
  
  
 

X

Y

      

当 2k  时，取 3n  ，公式(20)即为 
T 2
3 3 3

T 2
3 3 3

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 

2

3

2

3

1 5 1 2

0 4 4 1

0 0 4 5

0 0 0 1

1 2 1 1

0 1 1 1

0 0 1 2

0 0 0 1

  
  

  
  
  
  


  
    
 
 
 

X

Y

 

当 2k  时，取 4n  ，公式(20)即为 
T 2
4 4 4

T 2
4 4 4

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 

2

4

2

4

15 49 8 11 0

0 38 24 14 11

0 0 16 24 8

0 0 0 38 49

0 0 0 0 15

6 14 4 1 3

0 9 8 3 1

0 0 4 8 4

0 0 0 9 14

0 0 0 0 6

  
  

   
   
  

  
 

  


  
   
  
   
   

X

Y

 

当 2k  时，取 5n  ，公式(20)即为 
T 2
5 5 5

T 2
5 5 5

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 

2

5

2

5

196 600 113 83 40 28

0 470 275 145 40 40

0 0 116 8 145 83

0 0 0 116 275 113

0 0 0 0 470 600

0 0 0 0 0 196

52 130 31 11 10 6

0 90 65 5 30 10

0 0 27 26 5 11

0 0 0 27 65 31

0 0 0 0 90 130

0 0 0 0 0 52

   
  

   
   

  
  

  
  
 


   

 
   

  
  

 
 
  
 

X

Y














 

当 3k  时，取 3n  ，公式(20)即为 
T 3
3 3 3

T 3
3 3 3

2  
D X D

D Y D
 

其中 

3

3

3

3

0 1 1 0

0 1 2 1

0 0 1 1

0 0 0 0

1 2 2 2

0 1 2 2

0 0 1 2

0 0 0 1

  
  

  
  
  
  


  
    
 
 
 

X

Y

 

当 3k  时，取 4n  ，公式(20)即为 
T 3
4 4 4

T 3
4 4 4

  
D X D

D Y D
 

其中 

3

4

3

4

3 20 16 4 6

0 25 48 14 4

0 0 32 48 16

0 0 0 25 20

0 0 0 0 3

7 22 16 10 2

0 19 32 26 10

0 0 16 32 16

0 0 0 19 22

0 0 0 0 7

   
  

  
   
  

  
 

  


  
    
  
   
   

X

Y

 

当 3k  时，取 5n  ，公式(20)即为 
T 3
5 5 5

T 3
5 5 5

1

2
  

D X D

D Y D
 

其中 



     

      

3

5

3

5

7 37 27 1 3 2

0 44 67 7 12 3

0 0 32 32 7 1

0 0 0 32 67 27

0 0 0 0 44 37

0 0 0 0 0 7

4 14 9 3 1 1

0 13 19 9 1 1

0 0 9 14 9 3

0 0 0 9 19 9

0 0 0 0 13 14

0 0 0 0 0 4

    
  

   
  

  
  

  
   
  


   
     
  

    
  
   
 

X

Y

 

4  数值实验 

4.1 - Bézier 曲线与 Bézier 曲线 

为了直观比较以不同能量函数为优化目标

所得 - Bézier 曲线之间的差异，以及与 Bézier

曲线之间的差异，下面给出由相同控制顶点定

义的 3~5 次 - Bézier 曲线以及 Bézier 曲线，并

给出相应的曲率图。 

图 3 中，从左至右分别为以
1E 、 2E 、 3E 为

优化目标所得3次 - Bézier曲线以及 3次Bézier

曲线。 

       
(a) 能量

1E    (b) 能量
2E   (c) 能量

3E    (d) Bézier 

图 3  3 次  -Bézier 曲线与 3 次 Bézier 曲线 

Fig. 3  The cubic  -Bézier curves and the cubic Bézier 

curve ((a) energy 
1E ; (b) energy 

2E ; (c) energy 
3E ; (d) 

Bézier) 

图 4 中：第一幅子图为图 3 中第一幅子图

中曲线的曲率图，第二幅子图为第一幅子图局

部放大后的图形；余下三幅子图依次为图 3 中

第二、第三、第四幅子图中曲线的曲率图。图

4 中，横坐标为曲线的参数 t ，纵坐标为曲线的

曲率 k ，图 6、图 8 中横、纵坐标含义相同。 

 
(a) 对应图 3(a) 

 
(b) 图 4(a)局部放大 

 
(c) 对应图 3(b) 

 
(d) 对应图 3(c) 

 
(e) 对应图 3(d) 

图 4  图 3 中各曲线的曲率图 

Fig. 4  Curvature plot of the curves in fig. 3 ((a) corre-

sponding to fig. 3(a); (b) local amplification of fig. 4(a); 

(c) corresponding to fig. 3(b); (d) corresponding to fig. 

3(c); (e) corresponding to fig. 3(d)) 

图 5 中，第一排左右两幅子图分别为以
1E 、

2E 为优化目标所得 4 次 - Bézier 曲线，第二排

左右子图分别为以
3E 为优化目标所得 4 次

- Bézier 曲线以及 4 次 Bézier 曲线。 



     

 

     
(a) 能量

1E             (b) 能量
2E  

     
(c) 能量

3E            (d) Bézier 

图 5  4 次  -Bézier 曲线与 4 次 Bézier 曲线 

Fig. 5  The quartic  -Bézier curves and the quartic 

Bézier curve ((a) energy 
1E ; (b) energy 

2E ; (c) energy 

3E ; (d) Bézier) 

图 6 中：第一幅子图为图 5 中第一幅子图

中曲线的曲率图，第二幅子图为第一幅子图局

部放大后的图形；余下三幅子图依次为图 5 中

第二、第三、第四幅子图中曲线的曲率图。 

 
(a) 对应图 5(a) 

 
         (b) 图 6(a)局部放大 

 
(c) 对应图 5(b) 

    
(d) 对应图 5(c)            (e) 对应图 5(d) 

图 6  图 5 中各曲线的曲率图 

Fig. 6  Curvature plot of the curves in fig. 5 ((a) corre-

sponding to fig. 5(a); (b) local amplification of fig. 6(a); 

(c) corresponding to fig. 5(b); (d) corresponding to fig. 

5(c); (e) corresponding to fig. 5(d)) 

图 7 中，从上到下分别为以
1E 、 2E 、 3E 为

优化目标所得5次 - Bézier曲线以及 5次Bézier

曲线。 

 
(a) 能量

1E  

 
(b) 能量

2E  

 
(c) 能量

3E  

 
(d) Bézier 

图 7  5 次  -Bézier 曲线与 5 次 Bézier 曲线 

Fig. 7  The quintic  -Bézier curves and the quintic 

Bézier curve ((a) energy 
1E ; (b) energy 

2E ; (c) energy 

3E ; (d) Bézier) 

图 8 中：第一幅子图为图 7 中第一幅子图



     

      

中曲线的曲率图，第二幅子图为第一幅子图局

部放大后的图形；余下三幅子图依次为图 7 中

第二、第三、第四幅子图中曲线的曲率图。 

 
(a) 对应图 7(a) 

 
(b) 图 8(a)局部放大 

 
(c) 对应图 7(b) 

 
(d) 对应图 7(c)  

 
(e) 对应图 7(d) 

 图 8  图 7 中各曲线的曲率图 

Fig. 8  Curvature plot of the curves in fig. 7 ((a) corre-

sponding to fig. 7(a); (b) local amplification of fig. 8(a); 

(c) corresponding to fig. 7(b); (d) corresponding to fig. 

7(c); (e) corresponding to fig. 7(d)) 

分别比较图 3、图 5、图 7 中的四幅子图，

基本可以得出相同的规律和特征。取拉伸能量

近似最小为目标得到的曲线“棱角分明”，各条

曲线段接近拉直状，在分段连接点处容易形成

“尖角”，曲线的次数越低，这种特征越明显；

从理论上讲，拉伸能量反映的是曲线长度，拉

伸能量越小，曲线段越接近连接首末控制顶点

的直线段，因此在分段连接点处过渡较不自然。

取弯曲能量近似最小为目标得到的曲线总是具

有良好的视觉效果；从理论上讲，弯曲能量反

映的是曲线曲率，弯曲能量越小，曲线段越平

缓，因此在分段连接点处过渡较为自然。取扭

曲能量近似最小为目标得到的曲线总是与相应

的 Bézier 曲线具有相似的外形。从对控制多边

形的逼近能力这一角度来比较，整体上看，取

拉伸能量近似最小为目标得到的曲线最弱，取

扭曲能量近似最小为目标得到的曲线最强。这

样一来，若将曲线段的首、末控制顶点分别看

作山底和山顶，将曲线段看作从山底到山顶的

路径，那么以拉伸能量近似最小为目标得到的

路径最陡峭，以扭曲能量近似最小为目标得到

的路径最平缓，以弯曲能量近似最小为目标得

到的路径则介于前二者之间。 

从图 4、图 6、图 8 可以看出：取拉伸能量

近似最小为目标得到的曲线在某些点处具有非

常大的曲率，整条曲线的曲率变化范围较大；

将取弯曲能量近似最小和取扭曲能量近似最小

为目标得到的曲线曲率图相比，有时候前者的

变化范围较后者大(如图 4、图 8)，有时候前者

的变化范围较后者小(如图 6)；取扭曲能量近似

最小为目标得到的曲线与相应的 Bézier 曲线具

有形状相似的曲率图，有时候前者的曲率变化

范围较后者小(如图 4)，有时候两者的曲率变化

范围相当(如图 6、图 8)。 

虽然扭曲能量反映的是曲线曲率的变化量， 

3E 为扭曲能量的近似，但从上面的分析可以看

出，以
3E 为优化目标所得曲线的曲率变化量并

不总是比以
2E 为优化目标所得曲线的曲率变化

量小，导致该结果的主要原因是
kE 为能量的近

似值而非精确值。 

4.2 - Bézier 曲线与文献中曲线 

本文通过构造含参数的调配函数来定义形

状可调的 Bézier 曲线，很多文献都采用类似的

方法给出了调配函数各异的形状可调 Bézier 曲

线模型。相比较而言，本文所给模型的优点主

要体现在两个方面：一是所有调配函数都有统

一的显示表达式，二是曲线中形状参数的选取

有章可循。当有明确的设计要求时，选择本文

模型，可以依据相应的计算公式快速确定满足

要求的形状参数。而对于文献中那些没有提供

形状参数配套计算公式的模型，一般情况下，

不管控制顶点如何变化，通常都是在形状参数

允许的范围内取一些比较特殊的值来进行曲线

设计，这种方式往往不易保证所得曲线满足设

计要求。下面以文献[30]中所给曲线模型为例，

与本文方法进行比较。 

给定控制顶点 (0, 6)、(0,2)、(5,2) 、(7,0)、

(2,0)、(6,8) ，可以确定一段 5 次 - Bézier 曲线，



     

 

也可以确定文献[30]中一段相应曲线。若要求

曲线段弯曲能量近似最小，使用公式(20)计算

出 5 次 - Bézier 曲线中参数 690

319
   ，所得结

果见图 9 中黑色实曲线。选择文献[30]中的模

型，在形状参数的取值范围 [ 5,1] 内，依次取参

数  为 5 、 4 、 3 、 2 、 1 、 0 、1，所得

结果分别见图 9 中红色、绿色、蓝色、青绿色、

洋红色、黄色、黑色虚曲线。从图中可以判断

出，无论形状参数在允许的范围内取何值，都

无法用文献[30]中的模型得到与本文所得弯曲

能量近似最小比较贴近的结果。 

 
图 9   -Bézier 曲线与文献中曲线 

Fig. 9   -Bézier curve and the curves in literature 

5  结束语 

形状可调Bézier曲线的设计是CAGD中的

一个重要问题，目前已有很多文献研究含形状

参数的 Bézier 曲线。与现有文献相比，本文优

点在于赋予曲线形状调整能力的同时并未提升

基函数的次数，并且给出了所有基函数统一的

显式表示，这给基函数以及由之定义的曲线的

计算带来了方便。另外，虽然在基函数中引入

参数可以赋予曲线独立于控制顶点的形状调整

自由度，但同时也给设计人员增加了选择形状

参数的工作量，现有以形状可调 Bézier 曲线为

研究主题的文献很少给出形状参数取值的建

议，本文则弥补这一不足，给出了使曲线拉伸

能量、弯曲能量、扭曲能量近似最小时，形状

参数的计算公式，为曲线的应用提供了方便。 
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