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摘 要： 在图像与图形处理中，非欧氏空间数据与传统欧氏空间数据共同构成了数据的不同表达形式。随着面向

图像、音频等传统信号的处理技术已经发展了数十年并趋于成熟，诸如图等非欧氏空间数据的兴起，对非欧氏空间

的数据处理提取提出了更高的要求。图卷积网络的出现将面向传统信号的深度学习网络模型和卷积操作拓展到了

图上，在一定程度上解决了学术界和工业界对图信号处理的需求。然而，空域特征聚合的图卷积网络容易产生过平

滑问题。本文回顾了从图卷积网络到图散射网络的发展进程，分别梳理空域图卷积网络和谱域图卷积网络；并以图

卷积网络为桥梁引出了图散射网络，比较和总结了图散射网络的前沿的理论和方法。传统的谱域图卷积网络虽然

可以通过滤波器设计避免过平滑问题，但由于可训练参数较少、输出特征比较单一，往往存在表达能力不足的问题。

图散射网络的提出很好地解决了图卷积网络中存在的问题。一方面，图散射变换将面向传统信号的散射变换操作

拓展到图信号处理上，通过多尺度小波分解提取图信号的多分辨率特征，在保证网络稳定性的前提下解决了空域图

卷积网络的特征过平滑问题；另一方面，相较于传统的谱域图卷积网络，图散射网络输出能够提取多尺度带通特征，

增强模型的表达能力，提高了图分类等任务的结果。最后分析了现有图散射技术和理论的局限性，并提出了未来图

散射网络可能的研究方向。
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Abstract： In image processing and computer graphics， non-Euclidean data such as graphs have gained increasing attention 
in recent years because Euclidean data such as images and videos fail to represent data with structure information.  Com⁃
pared with traditional Euclidean data， the scale of a graph can be arbitrary large.  The structure of a graph usually contains 
information such as the relation between vertices， the logical sequences， and the properties of graph itself.  While images 
can be easily converted into graphs based on the Euclidean position of pixels， graphs （especially for irregular graphs） can 
merely be converted into images.  Therefore， graphs require a higher level of representation learning compared with tradi⁃
tional Euclidean data.  However， in the era of deep learning， traditional convolution neural networks （CNNs） fail to learn 
representations for graphs due to permutation covariance for nodewise features and permutation invariance for outputs such 
as classification labels.  The performance of CNNs in graph representation learning is still limited even if inputs are aug⁃
mented by arbitrary permutation during training to learn permutation covariance.  The development of graph neural networks 
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and graph convolution operations achieves milestone in representation learning of non-Euclidean data such as graphs.  Com⁃
monly， graph convolution neural networks （GCNs） can be divided into two categories： spatial GCNs and spectral GCNs.  
Spatial GCNs focus on the establishment of neighborhood and update with aggregation functions that combine the features of 
the center vertex and its neighbors.  Though GCNs based on neighborhood feature aggregation encourage the propagation of 
nodewise features， deep GCNs usually suffer from oversmoothness issue， and the features of vertices become indistinguish⁃
able.  Therefore， later works consider introducing skip connections in deep GCNs or constructing shallow GCNs with multi⁃
scale neighborhood considered within each convolution to alleviate this issue.  Spectral GCNs focus on the graph spectral 
theorem and update their parameters by signal filtering in spectral domain with designed filters.  However， eigen-

decomposition of graph shift operator is costly for large graphs because its computation complexity is O(N 3 ) .  Therefore， 
spectral GCNs usually apply K-order polynomials （i. e. ， Chebyshev polynomials） to approximate the target filters and 
avoid eigen-decomposition.  Though spectral GCNs may avoid oversmoothness issue with graph filter design， the limited 
number of learnable parameters and filter responses of spectral GCNs usually limit their expression ability.  Spatial GCNs 
and spectral GCNs are not necessarily independent from one another.  For example， 1-order Chebyshev polynomials with 
diffusion matrix are equivalent to feature aggregation within 1-hop neighborhood.  Therefore， spatial GCNs based on feature 
aggregation with diffusion Laplacian matrix or lazy random walk matrix usually have the spectral form， which bridges the 
spatial GCNs and spectral GCNs.  The rapid development in graph representation learning gives rise to the demand for sur⁃
vey and review that summarize existing works and serve as guidance for beginners.  Currently， graph neural networks such 
as graph convolution neural networks， graph embeddings， and graph autoencoders have been reviewed.  However， current 
surveys and reviews lack one domain in graph representation learning： graph scattering transforms （GSTs） and graph scat⁃
tering networks （GSNs）.  GSNs are non-trainable spectral GCNs based on wavelet decomposition.  With the benefit of multi⁃
scale wavelets and the structure of networks， GSNs generate diverse features with nearly nonoverlapping frequency 
responses in the spectral domain.  As one of the newly developed graph representation learning methods， GSNs are used in 
tasks such as graph classification and node classification.  Recent works employed graph scattering transform to spatial 
GCNs to overcome the oversmoothness issue.  Compared with spectral GCNs， GSNs generate diverse features that 
strengthen the expressive capability of model without introducing the oversmoothness issue.  However， the nontrainable 
property of GSNs may limit the flexibility in graph representation learning on different graph datasets with different distribu⁃
tions of spectrum.  GSNs suffer from the exponential growth of diffusion paths with the increase of scattering layers， which 
limit the depth of GSNs in practice.  In this paper， a survey comprehensively reviews the designs from GCNs to GSNs.  
First， GCNs are divided into two categories： spatial GCNs and spectral GCNs.  Spatial GCNs are categorized into the follow⁃
ing types： 1） diffusion-based GCNs， 2） GCNs on large graphs with neighbor sampling or subgraph sampling， 3） GCNs 
with attention mechanism， and 4） GCNs with dynamic neighborhood construction.  Spectral GCNs are reviewed according 
to different filters （filter kernels）： Chebyshev polynomials， Cayley polynomials， and K-order polynomials.  After address⁃
ing the drawbacks of spatial GCNs and spectral GCNs， the definition of GSTs， the structure of classical GSNs， and the 
advantages of GSNs compared with GCNs are introduced.  The current arts of GSNs are elaborated from the perspectives of 
network design along with application and stability in theory.  The networks and application of graph scattering transform 
are reviewed in the following categories： 1） classical GSNs， 2） graph scattering transforms in GCNs to solve the over-
smoothness issue， 3） graph attention networks with GSTs， 4） graph scattering transform on spatial-temporal graphs， 
5） reducing scattering paths of GSNs via pruning to increase the efficiency of graph scattering transform， 6） GSNs with mul⁃
tiresolution graphs， and 7） trainable GSNs with wavelet scale selection and learnable spectral filters.  In theory， the frame 
theorem and the stability theorem under signal and topology perturbation， respectively， are concluded.  The limitations of 
GSNs （GSTs） in current works are analyzed， and possible directions for the development of graph scattering technics in the 
future are proposed.
Key words： deep learning； graph convolution network （GCN）； graph scattering network （GSN）； representation learning； 
stability； signal perturbation； topology perturbation
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0　引 言

随着深度学习在图像、音频等传统信号上取得

成 功 ，视 觉 场 景 分 类（Espinace 等 ，2010；Zhou 等 ，

2021；Miao 等，2021；Zhou 等，2022b）、目标识别（Xu
等 ，2023；Zhou 等 ，2022a）以 及 语 义 分 割（Noh 等 ，

2015；Wei 等，2022）等任务已经从花费高昂的人工

特 征 提 取 转 变 为 深 度 卷 积 神 经 网 络（convolution 
neural network， CNN）和 递 归 网 络（recurrent neural 
network， RNN）中基于超参数的自适应表征学习。

而图表征学习技术的发展，为目标检测、语义分割等

传统任务提供了新的思路。例如在人体动作分类与

预测任务（Pan 等，2021；Li 等，2022）中，可以将视频

中人的骨骼框架逐帧提取，通过构建时空图进行表

征学习来完成人体动作的分类及预测。图表征学习

也广泛地运用于更高阶的新型计算机视觉任务当

中 。 如 在 点 云 任 务 中（Wang 等 ，2019a；Wang 等 ，

2019b；Qian 等，2021），常常通过 K-邻域构图以及对

边赋予权重来描述点云的空间结构与分布，通过图

卷积等操作聚合邻域特征，提取点云的信息。在 3D
流形与网格的分类上（Monti 等，2017；Perlmutter 等，

2020），可以在网格的每个顶点建立不同大小的感受

野来学习流形的局部和整体的几何特征。

然而，面向传统信号的卷积神经网络和递归神

经网络的输入顺序是有意义的，将其直接用于图信

号的表征学习存在诸多问题。图没有固定的节点顺

序，因此图信号的表征学习应当满足排序等变性

（Zou 和 Lerman，2020）。虽然可以通过输入随机重

排序来学习重排序等变性，但在图任务上的提升依

然十分有限。况且图的大小是任意的，具备复杂且

不一定规则的拓扑结构，每个节点可能拥有不同数

目的邻接点，节点与邻接点之间边的权重也不一定

相 等 。 图 网 络（graph neural network，GNN）（Caelli
等，2002；Scarselli 等，2009；Micheli，2009）和图卷积

网络（graph convolution network，GCN）（Kipf 和 Well⁃
ing，2017）的提出解决了卷积神经网路和递归神经

网络在图数据学习上失效的问题。图卷积网络主要

分为空域图卷积网络（Hamilton 等，2018；Veličković
等，2018；Monti 等，2017）和谱域图卷积网络（Levie
等，2019；Li 等，2018b；Tang 等，2019；Wang 和 Zhang，

2022）两大类。谱域图卷积拥有坚实的信号处理的

理论基础（Sandryhaila 和 Moura，2013a，b，2014）和谱

图理论基础（Chung，1997），通过谱域滤波来学习图

和图信号的特征。空域图卷积网络则通过图的邻域

特征聚合进行表征学习。随着图卷积网络的发展，

早期基于空间邻域特征聚合的图卷积网络的缺点也

逐渐显现：由于搜索的邻域节点数量会随着图卷积

网络的层数呈指数增长（Chiang 等，2019），且每个节

点的聚合特征都需要储存，当图比较大的时候会产

生巨大的空间占用。同时，由于卷积层数过深容易

产生过平滑现象，使得节点的特征无法分辨，因此基

于空间邻域聚合的图卷积网络大多比较浅（Chen
等，2020）。虽然跨层连接和稠密连接能在一定程度

上缓解特征过平滑问题（Li 等，2019），但空域图卷积

网络本质上依然是一个低通滤波器（Nt 和 Maehara，

2019）。

散射变换最早由 Mallat（2012）提出并应用于图

像表示，采用多尺度小波滤波器组为滤波核将 L2 空

间进行划分，通过多方向多尺度的滤波核提取图像

的特征。相较于卷积神经网络，散射网络具备更好

的可解释性，且基于多尺度小波的卷积操作保证了

散射网络中总能量的收敛性。同时，散射网络还具

备平移不变性和较强的对信号扰动的稳定性。散射

网络在传统信号的表征学习上取得了成功，并逐渐

受到更多的关注，采用不同小波的散射网络也越来

越 多 地 应 用 于 图 分 类（Cheng 等 ，2016；Shen 等 ，

2021）等任务中。由于图傅里叶变换和传统信号的

傅里叶变换存在一定的相似性，Gama 等人（2018）将

面向欧氏空间数据表征学习的散射变换拓展到图上

并 提 出 了 图 散 射 变 换（graph scattering transforms，

GSTs），采 用 扩 散 小 波（Coifman 和 Maggioni，2006；

Coifman 和 Lafon，2006；Bremer 等，2006）对图信号进

行几何分析以提取多分辨率特征。基于多尺度小波

滤波器组的图散射网络本质上是不可训练的谱域图

卷积网络（Ioannidis 等，2022），保留了散射变换在信

号处理中的可解释性以及对信号噪声和图拓扑扰动

的鲁棒性（Gama 等，2019），且不同散射路径的输出

特征呈多样化，不存在过平滑问题，因此在图分类、

节点分类等任务中具备优势。

随着图信号处理技术的蓬勃发展，学术界开始

对图信号处理的方法与模型进行总结以降低研究的

时间成本。目前，国内外已有诸多图网络的综述与

调研工作。Bronstein 等人（2017）在主要讨论图嵌入
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的基础上总结了部分图网络，Hamilton 等人（2018）
总结了早期基于矩阵分解、随机游走矩阵和图卷积

的图网络，Battaglia 等人（2018）讨论了图网络技术

对归纳偏置、关系推理以及组合生成的影响，Lee 等

人（2019）着重讨论了图网络中的注意力机制，并将

相关图网络根据输入类别、注意力机制类型以及任

务进行分类。Zhou 等人（2020）总结了主要图网络

模型（包括谱域图卷积、空域图卷积、门控图神经网

络以及图长短期记忆网络等）的特征聚合表达式以

及特征更新表达式，降低了学习图网络的时间成本。

唐朝生等人（2021）总结了医学图像深度学习中的图

卷积的发展历程和技术，Wu 等人（2021）和 Krzywda
等人（2022）对图网络的不同模型、数据集、学习工具

以及应用进行了系统性的归纳，分析了不同图网络

模型之间的共性和区别，魏文超等人（2022b）介绍了

图网络的背景与局限性，通过将图卷积处理方法分

为正则化方法和架构调整方法，归纳了图网络层级

信息挖掘算法。然而，目前仍没有关于图散射网络

的综述，因此有必要对图散射网络技术、应用以及理

论发展进行系统性归纳。

本文首先介绍图的相关背景知识和图与图矩阵

的定义，从图卷积网络入手，对图卷积网络的技术与

应用进行归纳，总结了现有的图卷积模型（包括空域

图卷积模型和谱域图卷积模型）及其应用，指出了空

域图卷积模型中的过平滑问题以及谱域图卷积网络

模型表达能力不足的问题。然后对图散射网络的技

术应用及数学理论进行归纳，阐述了图散射网络相

较于空域图卷积网络和谱域图卷积网络的优势，分

析了目前图散射网络技术和理论存在的局限性，并

提出了图散射网络未来可能的研究方向。

1　背景知识与定义

1. 1　图与图矩阵

在本文中，采用 G = (V，E ) 来表示图，其中，V 为

图 的 顶 点 的 集 合 ，E 为 边 的 集 合 。 对 于 时 空 图

（spatio-temporal graph），采用三元组 G = (V，E，X ( t ) )
来表示，其中 X t ∈ Rn × d 为 t 时刻下的图节点信号。

本文将图的邻接矩阵记为 A，对于节点 vi 和 vj，若边

( vi，vj ) ∈ E 则 Aij = 1，否则 Aij = 0。对于比较复杂的

图 ，每 条 边 的 权 重 不 一 定 相 等 ，则 令 Aij =
wij (∀ ( vi，vj ) ∈ E )，此时 A 为带权邻接矩阵。对于节

点 vi ∈ V， 其 邻 域 定 义 为 N ( vi ) = 
{ |u u ∈ V，(u，v ) ∈ E }。将图的度矩阵记为 D，D 为对

角阵，且有 Dii = ∑
j = 1

N

Aij。图拉普拉斯矩阵 L = D - A，

图网络中常用图拉普拉斯矩阵为归一化图拉普拉斯

矩阵 Lsym = I - D-1/2 AD-1/2。为了简化表达，在没有特

殊说明的情况下，用 L 表示 Lsym。图邻接矩阵和图拉

普拉斯矩阵均可作为一幅图的表示，即图位移算子

（graph shift operator，GSO）。为了保证在谱域图卷积

中网络的稳定性，通常采用重归一化图拉普拉斯矩

阵 L͂ = I - D͂-1/2 A͂D͂-1/2 作 为 图 位 移 算 子 。 A͂ = A + I

为带环邻接矩阵，D͂ 为 A͂ 的度矩阵。常用的图位移

算子还包括随机游走矩阵和惰性随机游走矩阵，分

别如 P = AD-1 和 P͂ = 1/2 ( I + AD-1 ) 所示。本文的常

用符号和定义如表 1 所示。

1. 2　图傅里叶变换与图信号卷积

根据归一化图拉普拉斯矩阵特征分解，图傅里

叶变换（graph Fourier transform，GFT）定义为

Fx = x̂ = U * x = (u*
l x ) N

l = 1 （1）
式中，U = [ u1，u2，⋯，uN ]，为归一化图拉普拉斯 L 的

特征向量矩阵，U * 和 u* 分别为 U 和 u 的共轭转置。

图傅里叶变换等效于将信号 x 投射到另一个特征空

间中，遵循帕斯瓦尔定理。图傅里叶逆变换（inverse 
graph Fourier transform，IGFT）定义为

F-1 x = Ux̂ = ∑
i = 1

N

x̂ ( l )u l （2）
式中，x̂ ( l ) 为频谱 x̂ 的第 l 个分量。根据图傅里叶变

换和图傅里叶逆变换的定义，以及定义在图 G 上的卷

积操作 *G，图信号 x1 与 x2 在图上的卷积的表达式为

x1∗G x2 = F-1 ( x̂1⊙x̂2 ) = ∑
l = 1

N (u*
l x1 ) (u*

l x2 )u l （3）
如果把 x1 视为定义在图 G 上的离散滤波器，则

图信号卷积的本质是对信号 x2 进行滤波操作。

1. 3　图滤波器设计

在谱域图卷积中，一般情况下需要对图滤波器

进行设计或训练自适应滤波器以达到最佳的特征提

取效果。早期的谱域图卷积网络为了避免图位移算

子的特征分解，大多采用多项式对目标滤波器进行

逼近（Cheung 等，2020；Gama 等，2020c），包括 Cheby⁃
shev 多 项 式（Chebyshev polynomial）（Defferrard 等 ，

2016），Cayley 多项式（Cayley polynomial）（Levie 等，

2019）等。然而，谱域图卷积中常常需要用到窄带图
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滤波器来提升分类、分割等任务的效果，采用多项式

进行逼近往往需要高阶多项式才能将误差控制在较

小的范围内，不仅会引入更多参数，计算图位移算子

的高阶表达会产生巨大的算力消耗。因此，Tseng
（2020）提出了分式图滤波器，通过一系列多项式系

数 αn 和 βn，用更小的阶数来拟合陡峭的图滤波器。

具体为

g (λ) = ∑
n = 0

M1

βn λn

∑
n = 0

M2

αn λn

（4）

为了解决 Tseng（2020）工作中滤波器分母趋于

0 可 能 导 致 的 不 稳 定 现 象 ，ARMA（auto-regressive 

moving average）滤波器（Bianchi 等，2022）给出了更

一般的稳定的分式谱图滤波器表达式。具体为

g (λ) = ∑
n = 0

M1

βn λn

1 + ∑
n = 0

M2

αn λn

（5）

采用不同的系数 αn 和 βn，ARMA 滤波器能够设

计出一系列不同的低通和带通图滤波器。

1. 4　图小波

图小波最早由 Hammond 等人（2011）提出。给

定含有 N 个顶点的图 G 及其对应的图位移算子 S =
UΛU T，Hammond 等人（2011）对 t 尺度下第 n 个节点

的小波系数进行定义，使得图小波同时在空域和谱

域上是紧支的。具体为

Wx ( t, n ) = ∑
l = 1

N

g ( tλl ) x̂ ( l )u l (n ) （6）
式中，λl 为图位移算子 S 的第 l 个特征值。式（6）在

谱图卷积中的描述为

ψt∗G x = Ug ( tΛ )U T x = g ( tS ) x （7）
在图散射网络的后续工作中，常常采用扩散小

波（Coifman 和 Maggioni，2006；Bremer 等，2006）对图

或图信号进行表征学习，即

ψ0 = I - S,    ψi = S2i - 1 ( I - S2i - 1 ) （8）
在一般情况下，图位移算子 S 通常为惰性图扩

散矩阵 T͂ = 1/2 ( I + D-1/2 AD-1/2 ) 或惰性随机游走矩阵

P͂ = 1/2 ( I + AD-1 )。

2　图卷积网络

2. 1　空域图卷积网络

与卷积神经网络考虑图像像素点的邻域特征相

似，空域图卷积网络主要考虑图节点邻域内的特征

关系。空域图卷积网络也可用于传统图像的分类，

通过将图像的像素点视为图的节点，对图像进行构

图。空域图卷积通过聚合邻域节点和中心节点的特

征对中心节点的特征进行更新，从而提取高阶特征。

DCNN（diffusion-convolutional neural network）
（Atwood 和 Towsley，2016）将图卷积视为一个信号扩

散的过程，采用随机游走矩阵来描述从中心节点到

邻域各节点的概率。DCNN 将图卷积的过程描述为

Z = σ (W⊙P * X ) （9）
式中，P* 由一系列多阶随机游走矩阵 P k 拼接构成，

表1　符号与定义

Table 1　Definitions and notations

符号

G

V

E

S

U

Λ

A

A͂

D

D͂

L

L͂

P

P͂

T

T͂

X/x
xvi

W

Z

σ ( ⋅  )
Tk ( ⋅  )

Θ

定义

图

图的点集

图的边集

图位移算子（graph shift operator）
图位移算子的特征向量矩阵

图位移算子的特征值对角阵（S = UΛU T）

邻接矩阵

带环邻接矩阵

度矩阵

带环邻接矩阵的度矩阵

归一化图拉普拉斯矩阵

重归一化图拉普拉斯矩阵

随机游走矩阵（AD-1）

惰性随机游走矩阵（1/2 ( I + AD-1 )）
图转移矩阵（D-1/2 AD-1/2）

惰性图扩散矩阵（1/2 ( I + D-1/2 AD-1/2 )）
输入特征/图信号

节点 vi 的信号

可学习权重矩阵

输出特征

非线性激活

Chebyshev 多项式

可学习参数
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因 此 ，DCNN 在 特 征 聚 合 中 考 虑 了 不 同 大 小 的 邻

域 。 PGC-DGCNN （partition graph convolution-

diffusion graph convolution neural network）（Tran 等 ，

2018）考虑 k 阶内的带环随机游走矩阵 ( D͂-1 A͂) j（0 ≤
j ≤ k），为 了 增 强 图 卷 积 网 络 的 表 达 能 力 ，PGC-

DGCNN 对不同阶数的随机游走采用不同的可学习

参数矩阵，同时考虑了不同大小感受野内的节点特

征，提升了图卷积网络在图分类任务上的表现效果。

与随机游走矩阵不同，MixHop（high-order graph con⁃
volutional archetectures via sparsified neighborhood 
mixing）（Abu-El-Haija 等，2019）通过拼接多阶归一

化拉普拉斯矩阵提取的特征对节点特征进行更新。

考虑到空域图卷积在多节点图上的局限性，

GraphSAGE（graph sample and aggregation）（Hamilton
等，2018）提出了采用固定数目邻居节点特征的方法

来节省存储空间和计算时间。对于节点 v，其邻域定

义为从集合 { u|u ∈ V，(u，v ) ∈ E } 中的 k 均匀采样。

若该节点的度小于 k，则进行重复采样。GraphSAGE
的特征更新表达式为

xvi
← σ (W ⋅ fAGGREGATE ( { xvi

} ∪ { xu, ∀u ∈ N (vi ) }) )
（10）

式中， fAGGREGATE（ ⋅  ）可以为均值聚合、长短记忆网络

聚合或池化聚合。

FastGCN（fast learning with graph convolution net⁃
work）（Chen 等，2018）同样注意到了空域图卷积在

多 节 点 图 上 搜 索 节 点 数 呈 指 数 爆 炸 的 问 题 。 与

GraphSAGE 不同，FastGCN（Chen 等，2018）不再对每

个节点的邻居进行采样，而是基于当前子图节点对

全图节点进行采样，大幅减少了子图中的节点数，节

省了时间和存储空间的开支。Huang 等人（2018）根

据图的权重矩阵以及当前子图的节点来计算下一层

图卷积网络中每个节点被采样的联合分布条件概

率，使得图卷积网络上下两层的联系更加紧密。与

逐 层 的 节 点 采 样 方 法 不 同 ，Cluster-GCN（cluster 
graph convolution network）（Chiang 等，2019）采用图

聚类算法从原图中采样出子图，通过仅在子图上进

行图卷积的方式来节省训练多节点图的时间和存储

空间。

GAT（graph attention）（Veličković 等，2018）将注

意力机制引入空域卷积网络中，将图的邻域类比为

注意力窗口，通过可学习参数矩阵 W 和注意力参数

（Attention）来衡量节点 vi 和 vj 之间关系的紧密程度。

具体为

eij = fAttention (Wxvi
,Wxvj

) （11）
为了凸显图的自身结构，GAT 仅考虑节点 vi 邻

域内所有节点对其的注意力参数。为了方便注意力

参数的比较，GAT 采用 softmax 对注意力参数进行映

射得到 vi 域内各节点的重要性程度 αij = fsoftmax (eij )。
基于注意力参数对邻域内特征进行聚合，就构成了

GAT 的特征更新策略，即

xvi
← σ ( ∑

j ∈ N ( vi )
αij Wxvj

) （12）
同时，GAT 也提出了多头注意力机制（Vaswani

等 ，2017）。 GaAN（gated attention network）（Zhang
等，2018a）考虑到多头注意力机制的每组特征空间

并不是同等重要的，引入可学习参数来调节每组特

征 空 间 的 重 要 性 。 在 GAT 的 基 础 上 ，Chen 等 人

（2021）提出了面向多关系图表征学习的模型 r-GAT
（retional graph attention network）。与 GAT 和多头注

意力机制模型不同，r-GAT 同时考虑节点的对象特

征和关系特征，对解耦特征（disentangled features）进

行学习，每个通道的特征均表示对象语义的一部分，

因此更适用于下游任务的表征学习。

与 上 述 图 卷 积 网 络 不 同 ，DGCNN（dynamic 
graph convolution neural network）（Wang 等，2019a）采

用特征 K-邻域构图，基于各点当前的特征对没有固

定图结构的点云进行动态构图以提取点云高阶的空

间结构信息。构建邻域后通过邻域特征聚合来进行

表征学习，具体为

xvi
← □ vj ∈ N ( vi )hΘ ( xvi

, xvj
) （13）

式中，hΘ ( ⋅  ) 为中心特征 xvi
的特征更新策略，□ 可以

为任何特征聚合函数（如求和或最大池化）。

受到 DGCNN 的启发，MPU（patch-based progres⁃
sive 3D point set upsampling）（Wang 等，2019b）和 PU-

GCN（point cloud upsampling using graph convolutioni 
network）（Qian 等，2021）分别提出了稠密边卷积网

络和空洞图卷积网络。稠密边卷积通过稠密连接增

强特征的流动性和隐藏特征的多样性，而空洞图卷

积网络通过聚合中心点附近不同跳数的邻居点的特

征 ，实 现 多 尺 度 特 征 的 提 取 。 AM-GCN（adaptive 
multi-channel graph convolution network）（Wang 等 ，

2020）同时采用空间 K-邻域构图和特征 K-邻域构图
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两种方式，使特征能够同时在几何空间和特征空间

传递，以多通道特征聚合的方式提高模型的表征学

习能力。

表 2 总结对比了空域图卷积网络的模型和任

务。由于涉及邻域采样方法的采样邻域不变，但实

际作用于特征更新的邻域会随着采样变化，因此“邻

域动态变化”的指标对这类方法不适用。空域图卷

积的主要优点在于其与传统卷积网络的相似性，能

够考虑局部空间内的特征。然而随着网络层数增

加，空域图卷积往往伴随着过平滑问题，虽然 Li 等

人（2019）提出的稠密连接图卷积网络（dense graph 
convolution network，DenseGCN）和跨层连接图卷积

表2　空域图卷积网络模型的对比与总结

Table 2　Comparison of works in spatial graph convolution neural networks

模型

PSCN（Niepert 等，2016）
DCNN（Atwood 和 Towsley，2016）
GraphSAGE（Hamilton 等，2018）
GAT（Veličković 等，2018）
MoNet（Monti 等，2017）
Stotastic GCN（Chen 等，2017）
FastGCN（Chen 等，2018）
LGCN（Gao 等，2018）
Sort Pool（Zhang 等，2018b）
GaAN（Zhang 等，2018a）
Ad-sample GCN（Huang 等，2018）
PGC-DGCNN（Tran 等，2018）
Co/Self-training GCN（Li 等，2018a）
Diff Pool（Ying 等，2018）
GIN（Xu 等，2019）
DeepGCNs（Li 等，2019）
DGCNN（Wang 等，2019a）
Geniepath（Liu 等，2019）
MixHop（Abu-El-Haija 等，2019）
Cluster-GCN（Chiang 等，2019）
VR-GCN（Ye 等，2019）
Geom-GCN（Pei 等，2020）
AM-GCN（Wang 等，2020）
PU-GCN（Qian 等，2021）
r-GAT（Chen 等，2021）
DGCSA（宋巍 等，2021）
SGCN（Shi 等，2021）
GSN-e/v（Bouritsas 等，2023）

多尺度邻域

×
√
×
×
×
×
×
×
√
×
×
√
×
×
×
×
×
×
√
×
×
×
×
√
×
×
×
×

邻域采样/
图采样

×
×
√
×
×
√
√
√
×
×
√
×
×
×
×
×
×
×
×
√
×
×
×
×
×
×
×
×

邻域动态变化

×
×
-
×
×
-
-
-
×
×
-
×
×
×
×
×
√
√
×
-
×
√
√
√
×
√
×
×

池化方法

不采用

不采用

Mean/Max/LSTM Pool
不采用

不采用

不采用

不采用

K-largest selection
Sort Pool

Mean/Max Pool
不采用

Sort Pool
不采用

Diff Pool
不采用

Max Pool
Max/Sum Pool

不采用

不采用

不采用

不采用

Mean/Max/Energy Pool
不采用

Max Pool
不采用

不采用

不采用

不采用

任务

图分类

图分类/节点分类

节点分类

节点分类

图分类/节点分类

节点分类

节点分类

节点分类

图分类

节点分类/交通预测

节点分类

图分类

节点分类

图分类

节点分类

点云分割

点云分类/分割

节点分类

图分类

节点分类

边标记（有向图）

节点分类

节点分类

点云上采样

边预测

点云分类/分割

轨迹预测

图分类

注：“-”表示指标对该方法不适用，“√”表示该方法在特征聚合时中心节点的邻域动态变化，“×”表示该方法采用固定邻域特征聚合。
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网络（ residual graph convolution network，ResGCN）能

在一定程度上缓解过平滑问题，但基于特征聚合的

空域图卷积本质上是一个低通滤波器（Nt 和 Mae⁃
hara，2019）。

2. 2　谱域图卷积网络

与邻域特征聚合的空域图卷积网络不同，谱域

图卷积网络主要基于图傅里叶变换进行谱域滤波，

从信号处理的角度进行图与图信号的表征学习。将

面向传统信号的谱域卷积神经网络拓展到图上面临

以下困境：图拓扑的扰动会导致图位移算子的特征

向量矩阵发生变化，且矩阵分解的复杂度为 O(N 3 )，
对于多节点的复杂图需要的计算资源高昂。因此在

应用中，常常使用多项式逼近（Hamilton 等，2018；

Chen 等，2020）来避免图位移算子的特征值分解。

最早的谱域图卷积由 Bruna 等人（2014）提出，通过

归一化图拉普拉斯矩阵 L 的特征向量把信号投射到

谱域上，以谱域滤波的方式对信号进行卷积。具

体为

X l + 1 = σ (Ugθ ( Λ )U T X l ) （14）
式 中 ，gθ ( Λ ) 为 关 于 L 特 征 值 对 角 阵 的 函 数 。 在

Bruna 等人（2014）方法的基础上，Henaff 等人（2015）
将自适应滤波器引入谱域图卷积中，通过对角参数

矩阵 Θg = diag (θ1，⋯，θN ) 学习定义在谱域上的离散

滤波器，赋予谱域图卷积网络更强的学习能力。令

gθ ( Λ ) 为定义在谱域上的多项式滤波器，具体为

gθ ( Λ ) = ∑
k = 0

K - 1
θk Λk （15）

由于多项式滤波器能等效为一组归一化图拉普

拉斯矩阵的多项式，即

U ( ∑
k = 0

K - 1
θk Λk )U T x = ∑

k = 0

K - 1
θk L k x = gθ (L ) x （16）

因此，可以通过多项式逼近谱域滤波器的方式来避

免 L 的矩阵分解以节省算力。Defferrard 等人（2016）
采用 Chebyshev 多项式（Hammond 等，2011）来逼近

谱域滤波器，即

gθ ( Λ͂ ) = ∑
k = 0

K - 1
θk Tk ( Λ͂ ) （17）

式 中 ，Tk (⋅) 为 Chebyshev 多 项 式 ，满 足 T0 ( x ) = 1，

T1 ( x ) = x， 2xTk ( x ) = 2xTk - 1 ( x ) - Tk - 2 ( x )， Λ͂ =
2Λ/λmax - IN，λmax 为 L 的最大特征值。

将 所 有 特 征 值 映 射 到［-1，1］的 区 间 内 。 在

Chebyshev 多项式逼近的基础上，Kazi 等人（2019）同

时用多个不同最高阶的滤波器对输入特征进行卷

积，并把提取的特征通过拼接或最大池化的方式组

合 到 一 起 ，提 出 了 Inception-GCN（receptive field 
aware graph convolution network）。

GCN（Kipf 和 Welling，2017）进一步将 λmax 简化

为 2，通过采用 1 阶 Chebyshev 多项式逼近的方式，将

谱域图卷积描述为

x∗G gθ = θ0 x - θ1 D-1/2 AD-1/2 x （18）
为了防止过拟合并增强图卷积网络的泛化性，GCN
将上述参数进一步简化为 θ0 = -θ1 = θ。为了确保多

层图卷积网络的稳定性，GCN 采用重归一化图拉普

拉斯矩阵 L͂ 来限制谱域的范围。具体为

X l + 1 = σ ( L͂X lΘ l ) （19）
事 实 上 ，GCN 的 卷 积 形 式 等 效 于 1- 跳 特 征 扩 散

（Zhuang 和 Ma，2018），因此也可以视为基于邻域特

征聚合的空域图卷积网络。

然而，Chebyshev 多项式对于窄带滤波器的逼近

并不完美，往往需要极高的阶数才能在较小的误差

内逼近窄带滤波器。Levie 等人（2019）注意到这个

缺陷，提出了 Cayley 多项式对谱域滤波器进行逼近。

Cayley 多项式是一系列系数包含虚数的多项式，基

于该多项式定义的 Cayley 滤波器为

gc,h (L ) x = c0 x + 2Re { ∑
j = 1

r

cj (hL - iI ) j (hL + iI )- j x }
（20）

式中，c = (c0，c1，⋯，cr ) 为一个实数和 r 个虚数组成

的元组，h 为频谱细化参数。Chebyshev 多项式可以

等效为 Cayley 多项式中的一种特殊情况。与构造多

项式谱域滤波器不同，Tseng（2020）和 Bianchi 等人

（2022）构造了分子和分母均为多项式的分式滤波器

来更好地拟合频率响应衰减陡峭的滤波器，分别如

式（4）（5）所示。

与 多 项 式 图 卷 积 不 同 ，AGCN（adaptive graph 
convolution network）（Li 等，2018b）将 L 视为可学习

参数，通过函数 F (L，X，Γ ) 对图拉普拉斯矩阵进行

更新，将谱域图卷积改写为

Z = U ∑
k = 0

K - 1
F (L,X,Γ ) kU T X （21）

式中，Γ 为参数。AGCN 让特征的流动不再局限于

图本身的拓扑结构，有助于发掘非邻接点之间的隐

藏 关 系 。 APPNP（approximate personalized propaga⁃
tion of neural predictions）（Gasteiger 等 ，2022a）则 通
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过 PageRank 算法导出固定的 K 阶滤波器来进行图

卷积，即

X l + 1 = (1 - α )LX l + αfθ ( X0 ) （22）
式中， fθ ( X0 ) 为特征矩阵 X 通过两层全连接网络后

的 结 果 ，α 为 超 参 数 ，X l 为 网 络 第 l 层 的 特 征 。

APPNP 能够在不增加图卷积层数的情况下就提取

到多跳距离内的邻接点的特征。

除了上述谱域图卷积，GDC（graph diffusion con⁃
volution）（Gasteiger 等，2022b）通过图转移矩阵 T =
D-1/2 AD-1/2 进行 K 阶扩散进行谱域图卷积，即

X l + 1 = σ ( ∑
k = 0

K - 1
θk T k X ) （23）

Wu 等人（2019）认为谱域卷积可以继续简化，移

除了层间的非线性激活函数以及不同阶数的转移矩

阵，提出了更加简便高效的谱图卷积模型 SGC（sim⁃
plifying graph convolution network），仅在输出层设置

可学习参数并通过 softmax 层输出结果。具体为

X l + 1 = T k X l （24）
SGC 采用加权带环邻接矩阵 A' = A + γI 及其对

应 的 归 一 化 拉 普 拉 斯 矩 阵 L' 和 转 移 矩 阵 T' =
D'-1/2 A'D'-1/2，将最大特征根从 2 限制到 1. 5 左右，在

保证图滤波器在谱域不发散的情况下避免了滤波器

在谱域上可能出现负值的情况。在马尔可夫扩散核

的基础上，Zhu 和 Koniusz（2020）提出了 S2GC（simple 
spectral graph convolution），具体为

Ŷ = fsoftmax ( 1
K ∑

k = 0

K

T'k XΘk ) （25）
相较 SGC，S2GC 在低频和高频滤波器间做了权

衡，使得谱域滤波能同时兼顾图的全局信息和节点

的局部信息。

受到 SGC 和 GCN 的启发，Chen 等人（2020）提出

了 GCN2 来解决 GCN 中参数过少导致的表达能力欠

缺以及特征过平滑问题。GCN2中的图卷积形式为

X l + 1 = σ ( ( (1 - αl )L͂X l + αl X0 ) ( (1 - βl )IN + βlW l ) )
（26）

式中，αl 和 βl 为超参数。通过跨层残差连接以及

ResNet（residual network）（He 等，2016）中的恒等映

射使得 GCN2 既能在谱域内组合出 K 阶内任意系数

的滤波器，又能在网络层数增加时较好地避免特征

过平滑问题。

表 3 对比总结了谱域图卷积的模型与应用。一

方面，谱域图卷积采用传统信号处理的方式对输入

特征进行滤波操作，为图卷积提供了独立于空域图

卷积以外的思路；另一方面，基于归一化图拉普拉斯

矩阵或转移矩阵的谱域图卷积在空域上存在几何含

义 ，有 的 谱 域 图 卷 积（如 ：GCN（Kipf 和 Welling，

2017））几乎等同于基于邻域的特征聚合，将谱域图

卷积和空域图卷积联系了起来。谱域图卷积虽然可

以通过设计图滤波器来避免空域图卷积中的过平滑

问题，但传统谱域图卷积网络中每一层卷积操作仅

通过一个滤波器，可学习参数少，生成的表征往往比

较单一，使模型欠缺表达能力。

3　图散射网络

3. 1　图散射变换

图散射变换最早由 Gama 等人（2018）提出，将面

向传统信号的散射变换（Bruna 和 Mallat，2013）拓展

到图上。通过图位移算子在图的谱域上构建起一系

列多尺度小波滤波器组 { ψj， ϕJ }对图信号的频带进

行 划 分 。 图 散 射 网 络（graph scattering network， 
GSN）的主要结构由图 1 所示。将图卷积操作记为 *，

输入信号 x 通过图散射网络第 1 层中的节点时输出

特征 ϕJ∗x，并向下一层的各节点传递不同的散射特

征 || ψj∗x  (0 ≤ j ≤ J - 1)。图散射网络每一层中的每

个节点都通过相同的操作输出该路径上的散射变换

特征，并向下一层传递散射传递特征。

对 于 一 条 长 度 为 l 的 散 射 路 径 p =
[ p1，p2，⋯，pl ] (0 ≤ pi ≤ J - 1) 及与其对应尺度的一

系列小波 { ψp1，⋯，ψpl
}，定义在该路径上的图散射传

递算子为

Φ [ p ] x |=  ψpl
∗ |⋯ ψp2 |∗ ψp1∗ |x ||⋯ （27）

与散射变换的定义相似，定义在路径 p 上的图

散射变换为

S [ G ] [ p ] x = ϕJ∗Φ [ p ] x （28）
式中，ϕJ 为 J 尺度下的尺度函数。对于空的散射路

径 p = ∅，图 散 射 变 换 定 义 为 S [ G ] [ ∅ ] x = ϕJ∗x。

将长度为 l 的所有散射路径构成的集合记为 P l，对于

一个 M 层的图散射网络，将长度小于 M 的所有散射

路径 Ω = ∪0 ⩽ l < M
P l 输出的特征收集起来就构成了 x 的

图散射变换特征。图散射网络采用取模来引入非线

性变换，避免了不同散射路径上的特征重合的问题，
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使得图散射变换特征更加多样化。

图散射网络本质上是不可训练的谱域图卷积网

络。相较于空域图卷积网络，由多尺度小波滤波器

组构成的带通滤波器避免了特征过平滑的问题；同

时，由于图散射网络的散射路径随层数呈指数增长，

即便不可训练，图散射网络依然能够输出多样化的

特征，弥补传统谱域图卷积网络输出特征比较单一

导致的模型表达能力不足的问题。

3. 2　图散射网络的变型与应用

3. 2. 1　传统图散射变换及应用

最早的图散射变换（Gama 等，2018）采用惰性图

扩散矩阵 T͂ = 1/2 ( I + D-1/2 AD-1/2 ) 作为图位移算子，

通 过 引 入 扩 散 小 波（Coifman 和 Maggioni，2006；

Bremer 等，2006）进行图散射变换。扩散小波的空域

表达式为

ψ0 = I - T͂,     ψj = T͂ 2j - 1 ( I - T͂ 2j - 1 ) ,    j ≥  1
扩散小波在空域和谱域上均具备局部性。Perl⁃

mutter 等人（2023）证明了非对称图位移算子构建的

小波与对称图位移算子构建的小波在图散射变换中

存在相似性，将图散射变换中的图位移算子进行了

推广。在后续工作中，Gao 等人（2019）采用非对称

的惰性随机游走矩阵 P͂ 来构建扩散小波。在传统的

空域图卷积网络中，采用 P͂ t x 的特征聚合形式会丢

失高频的有用信息，而 ψj x 能够提取中心频率各不

相 同 的 带 通 特 征 ，从 而 提 高 表 征 中 的 信 息 含 量 。

Perlmutter 等人（2020）对传统的黎曼流形进行离散

采样转化为图，并通过图散射变换学习黎曼流形的

局部几何特征。

在上述工作的基础上，Min 等人（2020）采用 S =
D͂-1/2 A͂D͂-1/2 作为图位移算子，将图散射变换与传统图

卷积网络（Kipf 和 Welling，2017）相结合来解决 GCN
中 的 特 征 过 平 滑 问 题 ，Scattering GCN（scattering 
graph convolution network）（Min 等 ，2020）采 用 GCN
和图散射变换来分别提取输入信号的低通特征 Xgcn，l

表3　谱域图卷积网络模型的对比与总结

Table 3　Comparison of works in spectrum graph convolution neural networks

模型

Bruna 等人（2014）
Henaff 等人（2015）
ChebNet（Defferrard 等，2016）
GCN（Kipf 和 Welling，2017）
CayleyNets（Levie 等，2019）
AGCN （Li 等，2018b）
DGCN（Zhuang 和 Ma，2018）
GCRNN（Seo 等，2018）
DCRNN（Li 等，2018c）
SGC（Wu 等，2019）
GDC（Gasteiger 等，2022b）
InceptionGCN（Kazi 等，2019）
GCN2（Chen 等，2020）
S2GC（Zhu 和 Koniusz，2020）
Tseng（2020）
ARMA（Bianchi 等，2022）
SGWF（Shen 等，2021）
ADC（Zhao 等，2021）
JacobiConv（Wang 和 Zhang，2022）

图位移算子（GSO）

图拉普拉斯矩阵

归一化图拉普拉斯（Lsym）

归一化图拉普拉斯（Lsym）

重归一化图拉普拉斯（L͂）

归一化图拉普拉斯（Lsym）

参数化图拉普拉斯矩阵（可更新）

PPMI 矩阵

缩放图拉普拉斯（2Lsym /λmax - I）

归一化图拉普拉斯（Lsym）

Ssym = I - D'-1/2 A'D'-1/2 ( A' = A + γI )
图扩散矩阵（T）

重归一化图拉普拉斯（L͂）

Ssym = D͂-1/2 A͂D͂-1/2

图转移矩阵（T）

归一化图拉普拉斯（Lsym）

Ssym = I - Lsym

归一化图拉普拉斯（Lsym）

重归一化图卷积矩阵（D͂-1/2 A͂D͂-1/2）

归一化图拉普拉斯（Lsym）

滤波器/核
未限定

可训练谱域离散滤波器

Chebyshev 多项式

一阶简化 Chebyshev 多项式

Cayley 多项式

Chebyshev 多项式

一阶简化 Chebyshev 多项式

Chebyshev 多项式

K 阶多项式

K 阶多项式

K 阶多项式

Chebyshev 多项式

K 阶多项式

K 阶多项式

分式滤波器

ARMA 滤波器

多尺度小波

K 阶多项式

Jacobi 多项式

任务

图分类

文本分类

图分类/文本分类

节点分类

图分类/节点分类

点云分类/分子预测

节点分类

时空图预测

时空图预测

节点分类

节点分类

图分类

节点分类

节点分类

滤波器逼近

节点分类/图分类

图分类/节点分类

节点分类

节点分类
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和带通特征 Xsct，l，通过将低通和带通特征进行拼接，

Scattering GCN 成功提取了图信号的多尺度特征，使

得图卷积网络中的特征趋于多样化，避免了特征过

平滑的问题。具体为

Xgcn, l =  K
k = 1 σ (Sk X l - 1Θ (k )gcn,l + B (k )sct,l )

Xsct, l =  K
k = 1 σ (Φ [ p ] X l - 1Θ (k )sct,l + B (k )sct,l ) （29）

受 到 Min 等 人（2020）的 启 发 ，Wenkel 等 人

（2022）提出了混合图散射模型（hybrid scattering net⁃
work，Hybrid-GSN），首先通过可学习参数 Θ ∈ Rd × d'

将特征映射到新的空间中，通过图卷积与图散射分

别提取低通和带通特征，通过更一般的聚合函数

fAGGREGATE ( ⋅  ) 对 各 低 通 特 征 { X klow，l }K
k = 1 和 带 通 特 征

{ X ( p )band，l }p ∈ Ω 进行聚合，得到高阶的输入信号特征，即

X l = fAGGREGATE ( { X klow,l }K
k = 1, { X ( p )band,l }p ∈  Ω ) （30）

3. 2. 2　图散射网络的变型

在传统图散射变换的基础上，后续的工作提出

了多种图散射网络的变型来提高图散射网络在图任

务上的表现（Min 等，2021；Cheng 等，2022；Tong 等，

2022），解 决 传 统 图 散 射 网 络 缺 陷（Ioannidis 等 ，

2022），或将图散射网络拓展到更复杂的时空图领域

（Pan 等，2021）。

1）注意力机制下的图散射网络。GSAN（graph 
scattering attention network）（Min 等 ，2021）采 用 与

Scattering GCN 相似的特征提取结构，同时引入了

GAT（Veličković 等，2018）中的注意力机制，通过学习

各节点的自适应权重来聚合不同尺度下的图散射特

征和图卷积特征。GSAN 通过定义注意力机制向量

的共享参数 a ∈ R2d（d 为输入特征的通道数）来计算

各卷积特征和散射变换特征的注意力权重，通过自

适应注意力权重 α (k )gcn，l 和 α ( p )sct，l 融合低通与带通特征，即

Xl = C-1 σ(∑
k = 1

K

α(k )gcn,l⊙A͂k Xl - 1 + ∑
p ∈  Ω

α( p )sct,l⊙ ||Φ [ p ] X l - 1
q )

（31）
式中，C = K + fcard ( Ω ) 为低通特征和带通特征的数

量之和，fcard ( ) 表示集合中元素的个数，非线性激活

σ ( ⋅  ) = fReLU ( ⋅  )。
2）剪枝图散射变换。由于不同图信号的频谱分

布不同，图散射网络中可能出现输出特征接近 0 甚

至等于 0 的散射路径。注意到这个问题，Ioannidis 等

人（2022）对图散射网络进行剪枝来节省计算时间与

特征存储空间。对于一条散射路径 p 及其延伸路径

[ p，j ] (0 ≤ j ≤  J - 1)，若路径 [ p，j ] 上的散射传递信

号能量与上一层传递信号能量的比值小于一个阈值

τ，则将路径 [ p，j ]及其延伸路径剪去，具体为

‖Φ [ p, j ] x ‖2

‖Φ [ p ] x ‖2 ≤ τ （32）

图 1　3 层图散射网络的主要结构。

Fig. 1　The structure of a GSN with 3 layers and 4 filters
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通 过 去 掉 不 重 要 的 分 枝 ，剪 枝 图 散 射 变 换

（pruned graph scattering transform， p-GST）在几乎保

持原本表征学习能力的前提下节省了运算时间和特

征存储空间。

3）时 空 图 上 的 图 散 射 变 换 。 ST-GST（spatio-

temporal graph scattering transform）（Pan 等，2021）提

出了图散射网络在时空图中的表现形式。对于一个

输入的时空信号 X ∈ RN × T，在采用空域图和时域图

的惰性随机游走矩阵 P͂ s 和 P͂ t 作为图移位算子及其

对应的空域小波 ψ ( s)
j 和 ψ ( t )

j 的情况下，ST-GST 采用二

元组 ( p ( s)
i ，p ( t )

i ) 来定义散射路径上的一个节点。定义

在散射路径 p = [ ( p ( s)1 ，p ( t )1 )，⋯，( p ( s)
l ，p ( t )

l ) ]上的时空图

的散射传递算子为

Φ [ p ] x = σ ( ψ ( s)
p ( s)

l
⋯σ ( ψ ( s)

p ( s)1
xψ ( t )

p ( t)1
T )⋯ψ ( t )

p ( t)
l

T ) （33）
基于时域与空域上不同尺度小波的组合，时空

图的图散射每一层都会散射出 Js × Jt 个不同的传递

信号。在后续工作中，ST-GSTN（Cheng等，2022）引入

了 p-GST（Ioannidis 等，2022）的剪枝思想来提升时空

图下图散射网络的运算速度并节省特征存储空间。

4）多 尺 度 的 图 散 射 网 络 。 MGST（multi-scale 
graph scattering transform）（Liu 等，2022）尝试将图进

行划分，通过在原图和子图上分别进行图散射变换

来学习图的多分辨率下的多尺度特征。MGST 考虑

最小的不为 0 的特征值对应的特征向量 umin 在各顶

点 的 正 负 情 况 ，将 原 图 的 点 集 V 划 分 为 V + =
{ vi ∈ V， umin ( vi ) ≥  0 }和 V - = { vi ∈ V， umin ( vi ) < 0 }两

个点集，然后分别保留两个点集内部的边来构建子

图 G+ 和 G-。通过同样的方法对子图进行再次划分， 
能够得到一系列节点数更少的子图。MGST 将输入

信号分别在原图和一系列子图上进行图散射变换，

得到图信号的多分辨率图多尺度特征。

5）自适应图散射网络。上述图散射网络都是基

于一组固定的多尺度小波滤波器对输入信号进行图

散射变换，在表征学习的灵活性上有一定的局限性。

LEGS（leanable geometric scattering）（Tong 等，2021，

2022）首次将可学习参数引入图散射网络滤波器的

构建中，通过对扩散小波尺度的自适应选取来构建

最适用于当前数据集的扩散小波。对于尺度范围

{1，2，⋅ ⋅ ⋅，m }，LEGS 采 用 可 学 习 的 尺 度 筛 选 矩 阵

F ∈ RJ × m，具体为

F = [ fsoftmax (θ1 ), fsoftmax (θ2 ), ⋯, fsoftmax (θJ ) ]T  （34）

通过 softmax 层对每个滤波器采用的图散射尺

度进行自适应选取。LEGS 的小波滤波器组的表达

式为

ψ͂0 = I - ∑
t = 1

m

F1t P͂ t,     ψ͂j = ∑
t = 1

m (F jt - F ( j + 1) t )P͂ t

ϕ͂J = ∑
t = 1

m

FJt P͂ t （35）
对比采用固定扩散小波的传统图散射网络，

LEGS 构建的自适应扩散尺度选取滤波器组能更好

地应用于频谱分布不同的数据集上，在表征学习任

务中具有更好的灵活性。

图散射变换工作的对比与总结如表 4 所示。作

为一类新型的图卷积技术，图散射网络有一套基于

小波的 L2 (G ) 空间划分标准，而图散射网络本身的

结构（详见图 1）有利于产生带通滤波器提取图的中

高频信息，且层间非线性也避免了不同散射路径特

征重复的问题。因此图散射网络产生的特征趋于多

样化，且一般不存在过平滑的问题。

3. 3　图散射的稳定性理论

与图卷积网络不同，由于图散射网络是由面向

传统信号的散射网络在图与图信号上的拓展，基于

信号处理的图散射网络必须具备良好的对噪声的抗

干扰性，即当输入信号或图拓扑受到扰动时，输出的

扰动必须局限在一定范围之内。

3. 3. 1　信号扰动下的稳定性理论

对于图信号 x 和扰动图信号 x͂ 以及原图 G 和拓

扑扰动下的图 G͂，Zou 和 Lerman（2020）将图散射变换

特征的扰动量描述为

ϵ ( x, x͂, G, G͂ ) = (∑p ∈  Ω
‖S [ G͂ ] [ p ] x͂ - S [ G ] [ p ] x‖2 ) 1/2

（36）
即输出的散射变换特征差异量为散射变换输出特征

的欧氏距离。

在图散射变换的稳定性分析中，不同工作对于

图信号扰动的描述趋于一致。Gama 等人（2018）通

过构建图散射变换的框架理论来约束信号扰动下的

特征差异，采用 T͂ = 1/2 ( I + D-1/2 AD-1/2 ) 作为图移位

算子，其特征值分布在［0， 1］之间，当特征值最大的

绝对值 βG < 1 时，此时 Ψ = { ψj，ϕJ } 构成稳定的框

架，即存在与 βG 相关的常数 C ( βG )，使得

C ( βG )‖x‖2 ≤ ∑
j = 0

J - 1‖ψj∗x‖2 ≤ ‖x‖2 （37）
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由于图散射网络中取模的非线性操作并不会改

变网络中传递信号的能量，小波的框架理论使得信

号扰动下散射特征扰动量存在上限。类似地，Zou
和 Lerman（2020）提出当小波满足

|| ϕ̂J

2 + ∑
j = 0

J - 1  || ψ̂j

2 = 1 （38）
时，散射网络上下层之间的信号能量满足

∑
p ∈ P l

 Φ [ p ] x
2 = ∑

p ∈ P l + 1
 Φ [ p ] x

2 +

∑
p ∈ P l

 S [ G ] [ p ] x
2

（39）
即网络中第 l 层的散射传递能量等于该层图散射网

络节点输出特征的能量与第 l + 1 层的散射传递能

量之和。因此，散射传递的信号能量逐层递减，网络

中的总能量趋于收敛，因此信号扰动下的输出特征

差异也是有界的。

3. 3. 2　图拓扑扰动下的稳定性理论

相比信号扰动，图散射网络对图拓扑扰动的稳

定性是相对热门且困难的课题。与面向传统信号的

散射网络不同，图拓扑的扰动会改变将输入信号投

射至谱域的基向量，使得频谱分布和每个频率分量

的大小与原频谱均有差异。不同工作对图扰动的定

义 也 不 相 同 ，因 此 结 论 也 有 所 差 异 。 Gama 等 人

（2018）通过扩散距离（diffusion distance）来定义图的

最小距离。将图 G 与 G͂ 的惰性图扩散矩阵记为 T͂G 和

T͂ G͂，则有

ds (G, G͂ ) = inf
Π ∈ ΠN

 T͂ 2s
G - Π TT͂ 2s

G͂ Π （40）
式中，Π 表示置换矩阵（permutation matrix）。将小波

分解过程记为 Ψ：x → ( ψj x ) J - 1
j = 0 ，Gama 等人（2018）给

出了散射传递中小波分解产生的传递信号差异的上

界，即

inf
Π ∈ ΠN

 ΨG - ΠΨ G͂ Π T  ≤  2d (G, G͂ ) β2 (1 + β2 )
(1 - β2 )3

（41）

表4　图散射变换工作的对比与总结

Table 4　Comparison of works in graph scattering networks field

模型

GST（Gama 等，2018）
Perlmutter 等人（2023）
Gama 等人（2019）
GST-SVM（Gao 等，2019）
Perlmutter 等人（2020）
Zou 和 Lerman（2020）
Scattering GCN（Min 等，2020）
ST-GST（Pan 等，2021）
LEGS（Tong 等，2021）
GSAN（Min 等，2021）
MGST（Liu 等，2022）
ST-GSTN（Cheng 等，2022）
p-GST（Ioannidis 等，2022）
GRASSY（Bhaskar 等，2022）
SPGSN（Li 等，2022）
Chew 等人（2022）
Min 等人（2022）
Hybrid-GSN（Wenkel 等，2022）

图位移算子（GSO）

惰性图扩散矩阵

未限定

未限定

惰性随机游走矩阵

Laplace-Beltrami 算子

图拉普拉斯矩阵

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

未限定

惰性随机游走矩阵

S = 1/2 ( I + A/ A 2
F )

未限定

惰性随机游走矩阵

惰性随机游走矩阵

滤波器/核
扩散小波

未限定

未限定

扩散小波

Haar 小波

未限定

扩散小波

扩散小波

扩散小波

扩散小波

扩散小波

扩散小波

未限定

扩散小波

多项式滤波器

未限定

扩散小波

扩散小波

滤波器可训练

×
×
×
×
×
×
×
×
√
×
×
×
×
√
√
×
×
×

稳定性分析

√
√
√
×
√
√
×
√
√
√
√

（信号扰动）

×
√
×
×
√
×
×

任务

稳定性理论分析

图散射理论分类

稳定性理论分析

图分类

流形网格分类

稳定性理论分析

节点分类

时空图分类

图分类

节点分类/点云分类

图分类

时空图预测

图分类/点云分类

图生成

时空图预测

理论分析/图分类

Max-clique 问题

节点分类/图分类/
图回归

注：“√”表示包含该项，“×”表示不包含该项。
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式中， β = max ( βG，βG͂ ) < 1，βG 为惰性图扩散矩阵，

T͂G 的最大特征值。对于一个 M 层的图散射网络，本

文用ΔG ( x ) = { Φ [ p ] x，p ∈ Ω }来表示图散射传递特

征的集合。在图位移算子为对称惰性图扩散矩阵 T͂

的情况下，拓扑扰动下的图散射传递特征的差值为

 ΔG ( x͂ ) - Δ G͂ ( x ) 2 ≤ ∑
k = 0

M - 1 é

ë

ê
êê
ê( )2

1 - β-
d (G, G͂ )

1/2
+

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

k β+ (1 + β 2+ )
(1 - β 2+ )3 d (G, G͂ )  x 2

（42）
式中， β- = min ( βG，βG͂ )， β+ = max ( βG，βG͂ )。

Gao 等人（2019）采用图对齐的方式来衡量图之

间的最小距离，通过置换矩阵 Π0 对扰动图 G͂ 的节点

进行重排序，使其图位移算子 S͂ 与原图 G 的图位移

算子 S 的距离最小，通过误差矩阵 ξ 来描述 S 和 S͂ 之

间的关系，具体为

ϵ (S, S͂ ) = { Π T S͂Π - S = ξT S + Sξ, Π ∈ Π0 }
d (S, S͂ ) = min

ξ ∈ ϵ (S,S͂ )  ξ （43）
对于一组框架下界和上界分别为 A 和 B 的小波

{ |ψj j = { 0，1，⋯，J - 1} }，有

A2 x 2 ≤  ∑
j = 0

J - 1
 ψj∗x

2 ≤ B2 x 2
（44）

在 满 足 || λψ̂j'(λ) ≤ C， d (S，S͂ ) ≤ γ/2 以 及

 ξ/λmax，ξ - I ≤ γ （λmax，ξ 为 ξ 的最大特征值）的情况

下，散射传递特征的差异上界为

 ΔG ( x ) - ΔG ( x͂ ) ≤ γC
B (∑l = 0

M - 1
l2 ( B2 J ) l ) 1/2

 x    （45）
与 Gama 等人（2018）和 Gao 等人（2019）采用置

换矩阵来定义扰动图与原图间的最小距离不同，Zou
和 Lerman（2020）采用特征值 λl 和 λ͂l 的最大扰动量

以及特征向量 u l 和 u͂ l 之间的最大夹角来定义图的拓

扑扰动量。当存在常数 C2 和 C3 使得特征值扰动量和

特征向量扰动量满足 || λl - λ͂l ≤ C2
N ，且sin∠(u l，u͂ l ) ≤

C3
N ， ∀l = 1，2，⋅ ⋅ ⋅，N，在Zou和Lerman（2020）的小波

框架下（A = B = 1），此时散射变换特征差异的上界为

∑
p ∈ Ω

 S [ G ] [ p ] x - S [ G͂ ] [ p ] x
2 ≤ C' + 4C0

N
 x 2

（46）
式中，C' = 3CM ( M - 2(-1) - 2(-1)3(1 - M ) )，C0 是衡量图

散射网络中能够能量逐层递减比的常数，满足

∑
l ≥ M

 ∑
p ∈ P l

 S [ G ] [ p ] x
2 ≤ C0

N
 x 2

（47）
3. 4　图散射网络理论与技术的发展方向

作为一类不可训练的谱域图卷积网络，图散射

网络目前的应用和理论发展都还局限在小波框架

内。对于不同数据集，可能需要不同的滤波器才能

达到最佳的特征提取效果，因此图散射网络的不可

训练性一定程度上限制了其表征学习的灵活性。虽

然 Tong 等人（2021）创造性地引入可学习参数在图

散射网络中构建自适应滤波器，但基于尺度筛选的

自适应滤波器训练依然基于散射小波框架，且需要

在训练前规定尺度筛选范围。过大的范围会导致计

算的时间成本上升，过小的范围又会降低滤波器的

学习能力和模型的表达能力。另一方面，虽然图散

射网络的结构有助于产生多样化的特征输出，但其

散射路径随层数呈指数增长的关系也限制了图散射

网络的深度。对于较深的图散射网络，表征学习的

计算开销往往比较高昂。因此，在目前的应用中，图

散射网络的深度大多限制在 3～5 层。若在图散射

网络中引入层间图池化操作，不仅能够节省计算时

间成本，还能提取图的多分辨率特征。然而，图散射

网络中还不存在层间图池化的操作，这可能是因为

现存的图池化技术无论是基于节点筛选（Zhang 等，

2018b；Ying 等，2018；Gao 和 Ji，2022）还是基于节点

聚类（Von Luxburg，2007；Bruna 等，2014）大多存在

边界效应，即在特定条件下原图中极小的拓扑扰动

会极大地改变池化后图的拓扑结构，使得图散射网

络在后续散射变换中输出截然不同的特征，破坏图

散射网络对图拓扑扰动的稳定性。因此，如何在引

入图池化的同时保持图散射网络的稳定性是一个具

有挑战且意义重大的问题。

在图像与图形的应用层面，目前 GCN 已经能够

通过对视频进行逐帧构图，进行视觉场景分类（Zhou
等，2022b），以及图像和时空图的分类与分割（李占

利 等，2020；姚睿 等，2021）。GSN 虽然已经能够适

用于静态图（Gao 等，2019）、网格与流形（Perlmutter，
2020）和时空图（Cheng 等，2022；Li 等，2022）的分类

和预测，但由于时空图下的图散射变换（ST-GST）不

同时刻的图结构必须相同，目前依然缺乏采用图散

射变换解决视频类数据的相关应用。

在理论方面，目前对图散射网络的理论性分析
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依然局限在小波框架内。然而，传统散射变换已经

取得了突破性的进展。在 Mallat（2012）以及 Bruna
和 Mallat（2013）提出散射变换并分析了小波框架下

的散射网络的平移不变性和对输入扰动的稳定性

后，Wiatowski 和 Bölcskei（2015）对 Mallat 的结论进行

了推广，采用更一般的李普希茨连续的滤波器组替

换了散射网络中的小波滤波器组，最终 Wiatowski 和

Bölcskei（2018）将 Wiatowski 和 Bölcskei（2015）中的

结论进一步推广完善，将卷积神经网络中面向传统

信号的池化（最大池化除外）和更一般的非线性激活

引入散射网络中，完善了散射网络在半离散框架下

的稳定性理论。另外，图神经网络中的稳定性理论

分析也在逐步推进，Gama 等人（2020a，b）和 Kenlay
等人（2020）构建多项式谱域滤波器并证明了其在谱

域图卷积中的稳定性。因此，如何将半离散框架引

入图散射网络的稳定性理论分析也是值得研究的问

题，对未来图散射变换技术的进一步发展有启发性

和指导性作用。

4　结 语

对比图卷积网络，图散射网络不仅不存在空域

图卷积网络中的过平滑问题，还能通过小波分解输

出多样化特征，克服传统谱域图卷积模型表达能力

不足的问题。本文对近年来的图卷积网络的技术以

及图散射网络的技术发展和理论成果进行归纳，从

图卷积网络入手分别介绍了近年来的空域图卷积和

谱域图卷积的技术发展，同时借助谱域图卷积引出

图散射网络，总结了图散射变换的定义、技术应用和

理论发展，对目前图散射网络技术和理论上的缺陷

进行了分析，并提出了图散射技术未来可能的研究

方向。
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