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26JA1 ID61ECT'GDPILA_71^1DK1 C>D7L< HACDLJA< GD1C6<AB612E>A61EA2B0E6D1 DFE>AF6BCE<AB6J0E6JAT!>AGDPI0E6H6L6EXDF

GDPILA_CXCEAPCIBDJ6<AC0M70<B0E6GGDPILA_AM70E6D1 K6E> 0BA0LGDAFF6G6A1ET!>7C# 61 0GGDB<01GAK6E> E>AF71<0PA1E0L

E>ADBAPDF0L2AHB0# EKDM70BE6G"9G7BJACC0E6CFX01X26JA1 GD1<6E6D1CT'7CABP0X61EAB0GE6JALXGD1CEB7GE0CAB6ACDFM70BE6G

"9G7BJACHXCIAG6FX6120BA0LGDAFF6G6A1ET:"$34*!>APAE>D< 6C6PILAPA1EA< 7C612Z'!5']T'P0_6P7PDFEKDF0P6L6AC

DFM70BE6G"9G7BJACG01 HAGD1CEB7GEA< FDB01X26JA1 E>BAAID61ECTZDBADJAB# 0BG*LA12E>C# HA1<612A1AB2X# 01< 0HCDL7EA

BDE0E6D1 17PHABCG01 HAGDPI7EA< EDCALAGEE>AHACECDL7E6D1T87BJACK6E> LDKA1AB2X01<UDB01 0HCDL7EABDE0E6D1 17PHAB

G01 HA2A1AB0LLXBA20B<A< 0CE>AHACECDL7E6D1 HAG07CAG7BJACK6E> 0L0B2AHA1<612A1AB2X01<UDB0HCDL7EABDE0E6D1 17PHABC

0BAEXI6G0LLXCALF*61EABCAGEA<TY_0PILACC>DKE>0EE>AC>0IAG01 HA61EAB0GE6JALX0<V7CEA< HXG>0126120BA0LGDAFF6G6A1E#

<AEABP61612E>AI0B0PAEABJ0L7ADFE>AG7CIT50CELX# E>ADFFCAECDFE>AGD1CEB7GEA< M70BE6G"9G7BJAC0BAC>DK1T;%&,43'

$(%&!>AIBDIDCA< PAE>D< G01 AFF6G6A1ELXGD1CEB7GEM70BE6G"9G7BJACFDB01X26JA1 E>BAAIL010BID61ECTS1LX0M70<B0E6G

GDPILA_AM70E6D1 6CBAM76BA< EDHACDLJA<T!>7C# E>APAE>D< 6CBDH7CE01< AFF6G6A1ETW7E7BACE7<6ACP0XGD1C6<ABDE>AB

0IIL6G0E6D1CDFE>AIBDIDCA< PAE>D<# AT2T# <0E061EABIDL0E6D1 7C612M70BE6G"9CIL61ACT

<"= 1%#)$$ GDPI7EAB06<A< <AC621 !8'R"' ]la6ABG7BJA' GD1EBDLIDLX2D1' DFFCAEG7BJA' M70BE6G"9G7BJA' 61EABIDL0E6D1

>?引?言

等距曲线在路桥设计(加工路径规划(数控机器

设计等计算机辅助设计 !GDPI7EAB06<A< <AC621#

8'R" 中有着广泛应用) 8'R系统中主要的造型工

具是多项式曲线曲面#具有]la6AB控制多边形功能#

给设计交互造型带来了极大便利) 此外#]la6AB控

制多边形具有凸包性(几何不变性(变差缩减等优良

的几何性质#进一步为多项式曲线曲面的几何计算

提供了高效算法)

然而#多项式曲线的单位法向量在计算时包含

求根运算#导致等距曲线通常不具有有理形式#为此

研究者提出了许多等距线的逼近算法) 当参数曲线

的一阶导数的欧氏范数为一个实多项式 !满足

"XE>02DBA01条件"时#该曲线的等距线自然可以表示

为有理多项式形式#这类曲线称为 "9!"XE>02DBA01

>D<D2B0I>"曲线!W0BD7^6和 ?0̂^0L6C#%$$(") 由于

这种特殊性质#使得"9曲线的弧长(曲率等几何量

可被精确计算#而无须使用数值积分运算) 同时由

于"9曲线及其等距曲线能够很好地与现有 8'R

系统兼容#等距曲线在 8'R系统中也可精确表示)

这些性质不仅提升了许多几何计算中的算法效率

!W0BD7^6和4AFF#%$$."#而且为各种实际应用提供

了良好的解决方案#特别是传统数控加工中的切(

削(磨的刀具路径规划等)

"9曲线是特殊的多项式参数曲线#给定一个

多项式曲线及其 ]la6AB控制多边形#能否有效判断

该曲线为 "9曲线#在逆向工程中具有重要作用

!W0BD7^6等#,(%.") 研究者对 "9曲线的判别方法

进行了深入研究) 早在 "9曲线提出时#W0BD7^6和

?0̂^0L6C!%$$("就给出了三次 "9曲线的几何判别

方法#指出若三次 "9曲线的控制多边形满足两内

角相等#且第 , 条边是首末两边的等比中项#则该曲

线为三次"9曲线) /012和 W012!,(($"采用平面

曲线的复数表示方法#给出了四次 "9曲线的几何

判别方法#继而推广到五次(六次(七次 "9曲线的

几何特征研究 !W012和 /012#,(%+'W0BD7^6#,((+'

=>A12等#,(%)") 此外#W0BD7^6等人!,(%."从代数学

的角度提出了一种"9曲线的代数判别方法#并给出
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了在数控实际应用中的可靠计算精度范围)

另一方面#"9曲线的构造方法也在不断改进#

为使用者对 "9曲线进行交互设计提供了有效工

具#困扰"9曲线的9ABP6EA插值问题也有了许多解

决办法) W0BD7^6和4AFF!%$$."针对五次"9曲线的

5

% 插值问题#指出对于任意给定的 5

%端点条件#总

存在 Q 个可行解#即可以构造 Q 条符合条件的五次

"9曲线) /012等人!,(%-"通过对 Q 个可行解中

的曲线形状的讨论#提出了选取最优解的标准与方

法) 雍俊海和郑文!,((."从几何角度给出了五次

"9曲线的 5

%

9ABP6EA插值问题的一种求解方法)

ZAÂ和/0LED1!%$$-"针对给定B

%连续的端点约束

条件则存在两条符合条件的三次"9曲线给出了相

应的构造方法#]XBE7C和 ]0CEL!,(%("在此基础上深

入分析了插值解的数量与质量) NoEELAB!,((%"针对

七次 "9曲线则可满足更高连续阶的端点约束条

件#提出了一类正则七次"9曲线在B

,

%5

%

& 端点条

件下的构造方法#并应用七次 "9曲线对任意给定

曲线进行逼近) D̀12等人!,((+"对于特殊的 "9

曲线的5

%

9ABP6EA插值方法#采用曲线的复数表示#

对"9曲线的导矢曲线零点在复数域中分布情况进

行了研究) W0BD7^6!,(%Q"考虑到在数控加工中经

常出现的直角过渡曲线设计问题#研究了奇数次"9

曲线在B

, 连续的端点约束条件下的构造方法) 此

外#偶数次的 "9曲线也用于曲线构造) /012和

W012!,(($"提出了四次 "9曲线 B

% 条件下的几何

构造方法) 郭宇等人!,(%$" 基于ZuH67C变换引入

参数#利用复分析的方法构造了四次有理抛物*"9

曲线的5

,

9ABP6EA插值) 方林聪和汪国昭!,(%Q"以

及王慧等人!,(%)"分别讨论了六次 "9曲线在 5

%

和B

, 端点条件下的构造方法以及圆弧的逼近问题)

随着研究的不断深入#"9曲线的相关理论推广到

了高维曲线!W0BD7^6等#,((,'?0̂^0L6C和 W0BD7^6#

,(%,"(有理曲线 !"DEEP011#%$$.'W0BD7^6和 vsB#

,(%%"以及 Z61^DKĈ6空间!ZDD1#%$$$' D̀C61^0和

NoEELAB#,(() ") 更多的内容以及实例可以参考

W0BD7^6等人!,((+"以及 D̀C61^0和 5wJ6G

x

^0!,(%Q"

的相关论述) 总之#"9曲线 9ABP6EA插值方法的研

究成果比较丰富#然而 "9样条的构造方法尚未深

入研究)

数据插值在几何造型中的应用非常广泛#设计

者希望通过给定的型值点构造相应的几何模型) 本

文以 "9曲线的代数充要条件为基础#提出了四次

"9曲线的插值构造方法#并讨论了均匀参数化(弦

长参数化(弧长参数化方法在插值效果上的差异)

通过比较曲线的弧长(弯曲能量(绝对旋转数等几何

量来选择最优曲线)

@?四次!F曲线

定理 %&一条平面参数曲线是 "9曲线当且仅

当其一阶导数有如下形式的因式分解

U\!*" DV!*"%8!*" M6.!*"&

,

式中# 8!*" # .!*" # V!*" 为实多项式#且 8!*" #

.!*" 互素)

若四次平面参数曲线 U!*" 为 "9曲线#则有

8!*" # .!*" # V!*" 均为一次实多项式) 因此四次

"9曲线的一阶导数有如下形式

U\!*" D%$!% F*" M*&%9

(

!% F*" M9

%

*&

,

!%"

式中# $

$

:#9

(

#9

%

$

;#9

(

&

L9

%

#

-

L

$

:) 注

意到U\

$

$ F

( )
%

D( #因此实系数 $ 确定了四次 "9

曲线的奇异点的参数值)

令U

&

#&D(#+#' #为]la6AB曲线U!*" 的控制

顶点#则]la6AB曲线的一阶导数可表示为

U\!*" D#

!

,

&D(

N

,

&

!*"

"

U

&

!,"

式中#

"

U

&

DU

&M%

FU

&

#&D(#%#, ) 通过比较]AB1*

CEA61多项式系数#得

Q

"

U

(

D$9

,

(

%,

"

U

%

D9

,

(

M,$9

(

9

%

%,

"

U

,

D$9

,

%

M,9

(

9

%

Q

"

U

#

D9

,










%

!#"

不妨令

e

(

DU

%

M

9

,

(

%,

e

%

DU

#

M

9

,

%

{
%,

于是有

$ D

"

U

(

#!e

(

FU

%

"

D

U

,

Fe

(

e

%

FU

,

D

#!U

#

Fe

%

"

"

U

#

0B2

U

,

Fe

(

"

U

(

D0B2

"

U

#

e

%

FU

,

D0B2

9

%

9

(

即直线e

(

e

%

为直线 U

(

U

%

与 U

#

U

Q

所成角的角平分
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线#且经过控制顶点 U

,

#因此 $ 的几何意义是明确

的#如图 % 所示)

图 %&四次"9曲线的]la6AB控制多边形

W62@%&]la6ABGD1EBDLIDLX2D1 DF0M70BE6G"9G7BJA

给定一条平面参数曲线#令L为曲线的曲率#则

该曲线的弧长 J (弯曲能量G(绝对旋转数A

0HC

等曲

线度量计算方法如下

J D

0

</D

0

%

(

C\

,

!*" M0\

,

!*槡 " <*

GD

0

L

,

</D

0

%

(

L

,

U\!*"

<*

A

0HC

D

%

,

!

0

L

</D

%

,

!

0

%

(

L U\!*"

<*

A?三点插值

考虑给定平面上 # 个型值点1

U

&

#&D(#%#, #要

求构造一条三次"9曲线U!*" #*

$

%(#%& #插值这

些数据点#其中有U!(" D

1

U

(

DU

(

# U!%" D

1

U

,

D

U

Q

) 记 1

U

%

点的参数值为*

%

#即U!*

%

" D

1

U

%

) 这里

*

%

可以通过弦长参数化方法计算得到#即

*

%

D

1

U

%

F

1

U

(

1

U

%

F

1

U

(

M

1

U

,

F

1

U

%

!Q"

由于U\!*" 具有式!%"的形式#因此 U!*" 可通

过对式!%"积分得到#即

U!*" D

0

U\!*"<*D

0

%$!% F*" M*&%9

(

!% F*" M9

%

*&

,

<*D

1

(

!*"9

,

(

M

1

%

!*"9

(

9

%

M

1

,

!*"9

,

%

Mh

式中# h为待定的复常数#其余实多项式系数

1

(

!*" #

1

%

!*" #

1

,

!*" 的表达式为

1

(

!*" DF

$

Q

!% F*"

Q

M

%

,

!% F*"

,

*

,

M

%

#

*

#

F

%

Q

*

Q

1

%

!*" D$!% F*"

,

*

,

M

,

#

!% F*"*

#

F

%

,

$*

Q

M

%

)

*

Q

M

,

#

$*

#

1

,

!*" D

%

#

$!% F*"*

#

M

%

Q

*

Q

M

%

%,

$*

Q

!."

记H

&

D

1

&

!*

%

" #&D(#%#, ) 由于U!(" D

1

U

(

DU

(

#

U!*

%

" D

1

U

%

# U!%" D

1

U

,

DU

Q

#可以得到方程组

F

$

Q

9

,

(

MhD

1

U

(

H

(

9

,

(

MH

%

9

(

9

%

MH

,

9

,

%

MhD

1

U

%

%

%,

9

,

(

M

% M$

)

9

(

9

%

M

# M$

%,

9

,

%

MhD

1

U













,

在该方程组中#将9

,

(

# 9

(

9

%

# 9

,

%

作为未知数#可求得

9

,

(

D

Q

$

!hF

1

U

(

"

9

(

9

%

D

H

,

!>

Q

F>

#

h" F>

%

!>

.

F>

,

h"

H

,

>

(

FH

%

>

%

9

,

%

D

>

(

!>

.

F>

,

h" FH

%

!>

Q

F>

#

h"

H

,

>

(

FH

%

>













%

!)"

式中#

>

(

D

% M$

)

' >

%

D

# M$

%,

'

>

,

D

QH

(

$

' >

#

D

%

#$

'

>

Q

D

1

U

,

M

%

#$

1

U

(

' >

.

D

1

U

%

M

QH

(

$

1

U













(

!-"

进一步考虑 !9

(

9

%

"

,

D9

,

(

9

,

%

#得到关于h的一元二次

复方程

]h

,

MNhM5D( !+"

式中#

]D!>

%

>

,

FH

,

>

#

"

,

F

Q

$

!H

,

>

(

FH

%

>

%

"!H

%

>

#

F>

(

>

,

"

ND,!>

%

>

,

FH

,

>

#

"!H

,

>

Q

F>

%

>

.

" F

Q

$

!H

,

>

(

FH

%

>

%

"%>

(

>

.

FH

%

>

Q

M

!H

%

>

#

F>

(

>

,

"

1

U

(

&

5D!H

,

>

Q

F>

%

>

.

"

,

M

Q

$

!H

,

>

(

FH

%

>

%

"!>

(

>

.

FH

%

>

Q

"

1

U





















(

!$"

由代数基本定理知#当给定实数 $ 时#方程

式!+"存在两个复数解#即存在两条插值四次"9曲
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线) 综上所述#给定实数平面上任意 # 个型值点

1

U

&

# &D(#%#, #以及实数 $ !实数 $ 具有明确的代

数意义和几何意义"#则插值的四次"9曲线可以用

如下算法构造得到)

输入$复数表示的 # 个型值点 1

U

&

# &D(#%#, #

一个实参数 $ )

输出$复数表示的控制顶点U

&

# &D(#+#Q )

%"根据式!Q"计算 1

U

%

的参数值*

%

)

,"根据式!."计算H

&

# &D(#%#, )

#"根据式!-"计算 >

&

# &D(#+#. )

&&Q"将H

&

# >

_

#&D(#%#, #_D(#+#.代入式!$"

得到]# N# 5)

."求解方程式!+"得到h的两个解)

)"通过式!)"计算得到9

,

(

# 9

(

9

%

# 9

,

%

)

-"已知U

(

D

1

U

(

# U

Q

D

1

U

,

#按照式!#"计算得

U

&

# &D%#,## )

C?数值实例

&&图,2图Q是应用本文算法构造的两个四次

图 ,&第 % 个实例的两族四次"9曲线

W62@,&!>AF6BCEA_0PILADFEKDF0P6L6ACDFM70BE6G"9G7BJACGD1CEB7GEA< !!0" G7BJACK6E> CP0LLABHA1<612A1AB2X01< 0HCDL7EA

BDE0E6D1 17PHABC0BA1DECALF*61EABCAGEA<' !H" G7BJACK6E> H622ABHA1<612A1AB2X01< 0HCDL7EABDE0E6D1 17PHABC0BACALF*61EABCAGEA<"

图 #& $ D, 时第 % 个实例的两条四次"9曲线及其等距曲线

W62@#&!KDM70BE6G"9G7BJACK6E> E>A6BDFFCAECDFE>AF6BCEA_0PILAK>A1 $ b,

!!0" 1D1ACALF*61EABCAGEA< G7BJAK6E> 6ECDFFCAEC' !H" CALF*61EABCAGEA< G7BJAK6E> 6ECDFFCAEC"

图 Q&第 , 个实例的两族四次"9曲线

W62@Q&!>ACAGD1< A_0PILADFEKDF0P6L6ACDFM70BE6G"9G7BJACGD1CEB7GEA< !!0" G7BJACK6E> CP0LLABHA1<612A1AB2X01< 0HCDL7EA

BDE0E6D1 17PHABC0BA1DECALF*61EABCAGEA<'!H" G7BJACK6E> H622ABHA1<612A1AB2X01< 0HCDL7EABDE0E6D1 17PHABC0BACALF*61EABCAGEA<"
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"9曲线实例) 在图 , 的实例中#给定型值点 1

U

(

b

(#

1

U

%

D#T. M,6#

1

U

,

D) #给出了 $ b%#+#%( 时构

造的四次 "9曲线) 为比较得到的两族曲线#表 %

给出了相应的曲线几何量#包括曲线的弧长(弯曲

能量(绝对旋转数等) 注意到对于相同的参数 $ #

得到的插值曲线具有相同的弧长#但图 ,!0"中的

曲线具有较小的弯曲能量和旋转数#曲线无自

交'图 ,! H"中的曲线具有较大的弯曲能量和旋

转数#表现为自交曲线#实际应用中通常不采用)

图 # 给出了当 $ D, 时#本文方法构造的曲线及

其等距曲线#图中实线表示 "9曲线#虚线表示等

距曲线)

表 @?图 A 中两族曲线几何量比较

I-.4"@?;%J/-#($%&%+,3#0"$& K"%J"*#(,

J"-$3#"$(&S(KBA

$

图 ,!0" 图 ,!H"

弧长 弯曲能量 旋转数 弧长 弯曲能量 旋转数

% -T)%- - (T)#( . (T#Q, + -T)%- - .-T+#$ ) (T+-Q (

, -T)+# , (T).Q , (T#.( + -T)+# , .#T++% $ (T+-# (

# -T-Q) $ (T)$, Q (T#)( ) -T-Q) $ .(T#%$ % (T+-, .

Q -T+(% % (T-,$ , (T#)$ , -T+(% % Q-T))( + (T+-, ,

. -T+Q) ) (T-), ( (T#-) # -T+Q) ) Q.T))# . (T+-, (

) -T++Q $ (T-$( - (T#+, # -T++Q $ QQT%,, ( (T+-% +

- -T$%- ) (T+%. ) (T#+- # -T$%- ) Q,T$(( Q (T+-% )

+ -T$Q. + (T+#- Q (T#$% . -T$Q. + Q%T$($ + (T+-% .

$ -T$-( , (T+.) . (T#$. , -T$-( , Q%T($% % (T+-% Q

%( -T$$% - (T+-# Q (T#$+ # -T$$% - Q(TQ(# , (T+-% ,

在图 Q 的实例中#给定型值点 1

U

(

D( #

1

U

%

D

#T. M%(6#

1

U

,

D) #给出了 $ D%#+#%( 时构造的

四次 "9曲线) 为比较得到的两族曲线#表 , 给出

了相应的曲线几何量#包括曲线的弧长(弯曲能

量(旋转数等) 注意到对于相同的参数 $ #得到的

插值曲线具有相同的弧长#但图 Q!0"中的曲线具

有较小的弯曲能量和旋转数#曲线无自交'图 Q

!H"中的曲线具有较大的弯曲能量和旋转数#表现

为自交曲线#通常不被实际应用所采用) 图 . 给

出了当 $ D, 时#本文方法构造的曲线及其等距曲

线#图中 "9曲线是实线表示的#而等距曲线是虚

线表示的)

表 A?图 D 中两族曲线几何量比较

I-.4"A?;%J/-#($%&%+,3#0"$& K"%J"*#(,

J"-$3#"$(&S(KBD

$

图 Q!0" 图 Q!H"

弧长 弯曲能量 旋转数 弧长 弯曲能量旋转数

% ,#T+++ # (T+%$ $ (T.$% $ ,#T+++ # ,T#Q+ % (T-#, .

, ,QT%%% $ (T+%, $ (T.$. . ,QT%%% $ ,T,+$ . (T-#Q (

# ,QT#$- $ (T+(. $ (T)(( Q ,QT#$- $ ,T,,% Q (T-#) ,

Q ,QT)Q- $ (T+(( $ (T)(Q . ,QT)Q- $ ,T%)+ Q (T-#+ (

. ,QT+.- % (T-$- # (T)(- + ,QT+.- % ,T%,- $ (T-#$ Q

) ,.T(#% $ (T-$Q ) (T)%( . ,.T(#% $ ,T($) . (T-Q( )

- ,.T%-$ # (T-$, ) (T)%, - ,.T%-$ # ,T(-% . (T-Q% )

+ ,.T#(Q + (T-$% % (T)%Q ) ,.T#(Q + ,T(.% , (T-Q, Q

$ ,.TQ%, - (T-+$ $ (T)%) % ,.TQ%, - ,T(#Q . (T-Q# (

%( ,.T.() . (T-++ $ (T)%- . ,.T.() . ,T(,( Q (T-Q# )

图 .& $ D, 时第 , 个实例的两条四次

"9曲线及其等距曲线

W62@.&!KDM70BE6G"9G7BJACK6E> E>A6BDFFCAEC

DFE>ACAGD1< A_0PILAK>ABA$ b,

!!0" 1D1ACALF*61EABCAGEA< G7BJAK6E> 6ECDFFCAEC'

!H" CALF*61EABCAGEA< G7BJAK6E> 6ECDFFCAEC"

D?结?论

本文指出给定平面 # 个型值点的条件下#依次

插值这 # 个点的四次"9曲线的构造问题可转化为

一个带有实参数的一元二次复方程的求解问题) 因

此#由代数基本定理可知#当实参数给定时#存在不

超过两条四次"9曲线满足插值条件) 本文通过对

四次 "9曲线代数充分必要条件的深入分析#给出
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了一元二次复方程的具体形式#进一步提出了详细

的曲线构造算法)

实验结果表明#本文方法可有效构造四次 "9

曲线#且实参数可作为形状调节因子对曲线进行交

互构造) 通过对弧长(弯曲能量(绝对旋转数的计

算#从两个可行解中可有效排除自交曲线) 因此#本

文的方法易于实现#应用灵活)

然而#由于本文方法未考虑端点的切向及高阶

导数的约束条件#因此无法直接用于构造四次 "9

样条曲线) 本文工作继续推广#可对任意给定的曲

线使用四次 "9曲线进行插值逼近#今后也可进一

步讨论"9样条构造的可能性)
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