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摘 要 针对处于相对运动状态下的两矩形图形之间在任一瞬间的不干涉判断问题，也即矩形的动态不干涉判断

问题，根据不适合多边形（<(BF7GBH(-I1(+）法和矩形的几何特性，给出了相对运动的矩形与矩形图形之间动态不干涉
（不重叠）的判别条件及其证明，同时给出其不适合多边形（转化为对称八边形）顶点的简捷计算公式和相应的不干

涉算法 ;该算法具有优良的计算特性，特别适用于既有相对平移又有转动的这种相对运动的两矩形图形之间的动
态不干涉判断，并具有一定的应用价值 ;
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: 概 述

两个给定位置矩形之间的不干涉性判断可称为

矩形的静态不干涉判断，其目前已有许多有关算法，

如不适合多边形（<( F7G H(-I1(+）法［&］、拟物法［$］、定
界锥分拆算法［#］、四叉树算法［@］、解析几何方法及其

他方法［A，!］;虽然这个问题并不新奇，但是，在布局
优化、机器人路径选择和动态仿真等问题中，两个相

对运动的几何图形（如两矩形）之间常遇到在任意给

定瞬间下的不干涉判断问题，它的计算却很复杂，我

们将它称为动态不干涉判断，这是个待解决的难题 ;
本文主要研究矩形图形间的动态不干涉算法 ;

在上述常用的不干涉算法中，虽然不适合多边形法

可解决平行移动的两矩形动态不干涉问题，但计算

繁琐，且如果两矩形之间既有平移，又有转动，若直

接套用不适合多边形法的计算公式，来判断任一时

刻两矩形是否干涉，则必须重新经过复杂运算来构

造不适合多边形，这样就更麻烦 ;为此，本文根据文
献［&

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

］中不适合多边形法，利用矩形的几何特性，给
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出较简明的矩形间动态不干涉判别条件及算法，这

也可以看作是将不适合多边形法推广到用于矩形图

形的动态不干涉判断 !本文称此算法为矩形的动态
不干涉算法———栅栏法 !本文将主要讨论矩形图形
之间的不干涉判别条件，并构造其不干涉算法并给

出算法的证明 !由于本算法能方便地构造出不干涉
多边形，因而适用于动态不干涉判断 !
建立如图 " 所示的坐标系 !" "!#，设矩形 # 可

在 !" "!# 内任意平移或旋转 $下面给出矩形 # 的具
体定义 $
定义 矩形 #：设 !# $（ !"，!#）%! %# 为 # 的

形心，!"轴与矩形 # 的长边或其延长线的夹角为!，
这里假定逆时针方向为正，!!［&，!），并设 " $
（’()!，)*+!）%，向量 " 的正交单位向量 "" $（ ,
)*+!，’()!）%，# $（ &"，&#）

%! %#，#&"、#&# 分别为矩

形的长边与短边长度（#&"##&# - &），则矩形 # 由
!#、"、# 唯一确定，记 # $ #（!#，"，#）$

图 " 笛卡尔坐标系

图 # 矩形与矩形之间的不干涉边界

! 矩形之间的静态不干涉条件

首先研究矩形之间的静态不干涉判断，然后将

其推广到动态情况，即首先根据不适合多边形法和

矩形的几何特性，来构造两矩形间的不干涉边界，以

形成“栅栏”，然后即可将两矩形的干涉性判断转化

为一矩形形心与该不干涉边界位置关系的判断

问题 $
任给两个矩形图形 #’（!#’，"’，#’）和 #(（!#(，

"(，#(），#&’"与 #&("分别为矩形 #’ 与 #( 的长边 $为讨
论问题方便，设 #’ 的 #个边分别平行于笛卡尔坐标
的 !"、!#轴 $
首先可以给出矩形 #’ 的 .个顶点坐标：
$’) * !#’ + %’ , &)，) ! ’. (｛"，#，/，.｝（"）
式中

%’ *（#’" , "’，#’# , ""’ ）! %#,#

&" *（"，"）%，&# *（- "，"）%

&/ *（- "，- "）%，&. *（"，- "）%

由式（"）可方便的求出 #’. 个顶点的坐标 $’)，

)! ’. $设!’ $ &，则可求得如图 #所示的两矩形间不
干涉边界八边形 .（ ."，.#，⋯，.0）的 0 个顶点
.)（)! ’0）$

0个顶点的坐标 .)（!.)"，!.)#）如下：
."：!."" $ &’" 1"/’()（!( ,"#(）

!."# $ &’# 1"/)*+（!( ,"#(）

.#：!.#" $ &’" 1 /’()（!( 1"#(）

!.## $ &’# 1 /)*+（!( 1"#(）

./：!./" $ , &’" 1 /’()（!( 1"#(）

!./# $ !.##
..：!.." $ , &’" ,"/’()（!( ,"#(）$ , !.""

!..# $ &’# ,"/)*+（!( ,"#(）

.)：!.)" $ , !.（ ) , .）"

!.)# $ , !.（ ) , .）#
) $ 2，3，4，0

（#）

式中

#( * 56’75+（&(# 0 &("）， / * !#
(" +!#

($ #

"*
"， &%!%!8 #

, "， !0 # 1! 1{
!

当!’ $!0 #时，式（#）中 &’"以 &’#代替；&’#以 &’"

代替 $或者，当!’ $ &或!’ $!0 #时，亦可表示为
.)：!.)" * &’"’()!’ + &’#)*+!’ + ⋯

!.)# * &’")*+!’ + &’# 2"3"* 1 ⋯
在!( $ &及!( $!0 #这两种特殊情况下，不干涉
多边形为如图 /所示的矩形，同理，由式（#）可求不干
涉边界的不适合多边形（转化为矩形 .".#./..）顶

点，计算从略 $
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（!）!! " # （$）!! "!"%

图 & 矩形与矩形之间的不干涉边界

若已知八边形 # 的各顶点，则 ’条边的方程可
求，求解过程从略 $
这样 %& 与 %! 不干涉即归结为 %! 的形心 ’%!应

落于图 %所示的八边形 #（#(，#%，⋯，#’）（含边界）

的外部 $当!& 为任意值时，则可进行坐标变换，即转

换成!& " #或!& "!" %的情况 $
由于本算法取矩形形心作为参考点，因此属

)*+,-.+/*012*3算法的特例，但是其矩形的不适合多
边形不必沿用 )*+,-.+/*012*3的复杂方法来构造，而
是用本文给出的式（%）来直接给出其不适合多边形
（不干涉边界）的各顶点坐标 $不仅如此，由于八边形
# 相对 %& 的形心（坐标原点）具有一定的对称性（如

图 %所示），因此其 ’个顶点的计算也较简便 $
以下对矩形图形之间不干涉判别条件加以证

明 $
定理 两矩形图形 %&（#，#，(，#，(&(，(&%）与

%!（)!(，)!%，4*5!，5-3!，(!(，(!%），其不干涉的条件为：

%! 的形心（ )!(，)!%）应落于如图 %粗线所示的八边形
的外部（含边界）$
证明 不失一般性，假设 )!(!#，)!%!#，# 6!6

!" %，即在第一象限内，其他情形可做类似讨论 $用反
证法，假设 %& 与 %! 干涉，以下分几种情况讨论 $
（(）%! 的其他顶点 *!%与 %& 干涉

如图 %所示，由式（(）易知：
*!% "（)!( 7 (!(4*5!7 (!%5-3!，)!% 7 (!(5-3!8

(!%4*5!）
"（)!( 7 +4*5（!7"），)!% 7 +5-3（!7"）） （&）
由 *!%与 %& 干涉可知

)!( 7 +4*5（!7"）6 (&(，)!% 7 +5-3（!7"）6 (&%

即

)!( 6 (&( 8 +4*5（!7"），)!% 6 (&% 8 +5-3（!7"）
也即（)!(，)!%）落于八边形 #（#(，#%，⋯，#’）的

内部，与已知条件相矛盾 $
而当 %! 的顶点*!(、*!&、*!9与 %& 干涉时，同理可

证，证明从略 $

（%）%! 的边 *!%*!&与 %& 干涉

%! 的边 *!%*!&的方程为

, - )!% . +5-3（! ."）/
-（) - )!( . +4*5（! ."））4*.!

若边 *!% *!&与 %& 干涉，则 *&(必在 *!% *!&的上

部，即

(&% - )!% . +5-3（! ."）0
-（(&( - )!( . +4*5（! ."））4*.!

)!( - +4*5（! -"）1 (&(

)!% - +5-3（! ."）1 (&%

于是有

)!% - (&% - +5-3（! ."）1
-（)!( - (&( - +4*5（! ."））4*.!

)!( 1 (&( . +4*5（! -"）

)!% 1 (&% . +5-3（! ."）
即（)!(，)!%）含于八边形内部，与已知条件相矛

盾 $
%! 的其他边与 %& 干涉情况同理可证，转化为矩

形不适合多边形情况也同理可证，证明皆从略 $定理
证毕 $

! 矩形之间的动态不干涉条件

根据相对运动理论，两矩形各自的运动所导致

的它们相对位置的改变（即需要重新判断其干涉

性），总可以等效地转化为一个矩形相对于另一矩形

（基准图形）作相对运动的情况 $为讨论问题方便，本
文设基准矩形 %& 处于静止状态，且形心在坐标原

点，其长边和短边分别平行于笛卡尔坐标的 )(、)%
轴，而矩形 %! 则在此坐标系中作等效的相对运动 $
若矩形 %! 既平移又转动（即方向角!! 是变化

的），若需判断给定时刻 2 两矩形是否干涉时，则可
利用运动方程求出两矩形的形心位置坐标，这样就

将动态不干涉问题转化为静态不干涉问题的求解 $
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如果矩形图形仅平移的话，则本文方法的不干涉边

界八边形不变，只需求得某一时刻运动矩形的形心

位置，即可通过其与原不干涉边界的位置关系来作

出干涉性判断；若矩形图形有转动的话，则利用含变

量!! 的式（!）来构造新的不适合多边形也很方便 "
矩形 #! 相对于 #$ 常见的运动形式有匀速直线

运动、加速直线运动和复合运动（既平移又转动）等 "
下面以一种简单复合运动为例，来加以讨论 "
设两矩形图形 #$ 和 #! 形心分别为 !#$（"，"）、

!#!（%!&#，%!&!），且 #! 相对于 #$ 既作速度为 ’（与 %#

轴正向沿逆时针方向的夹角为"）的匀速直线运动，
同时又绕其形心作角速度为#（逆时针方向取正，顺
时针方向取负）的匀角速转动 "同时设时间 (" 时 #!

形心的初始位置为!#!"（%!&#"，%!&!"），方向角为!!"，那

么到任意时刻 (#，根据运动学公式可求得矩形 #! 的

位置如下

!#!( $ !#!" %（ ’（ (# & ("）’()"，’（ (# & ("）)*+"）,（-）

!!( $

!( & !)!， 当 !)!!!( .（!) % #）!，

)"｛"，/ #，/ !，/ 0，⋯｝

!( &（!) % #）!， 当（!) % #）!!!( . !（) % #）
{

!
式中，!( $!!" %#（ (# & ("），!!("［"，!）"将式（-）与式
（!）联立，即可求得八边形不适合多边形的顶点坐标
值，这样 (#时刻两矩形的不干涉条件就归结为此时
的矩形形心 !#!(是否落在式（!）求得的八边形不干
涉边界之外 "

! 算法步骤及计算复杂性讨论

判断两矩形图形是否干涉的算法步骤如下：

（#）输入原始数据：输入两矩形图形 #$，#! 的

形心坐标值，长、宽，以及 %#轴与两图形长边沿反时

针方向的夹角!（方向角）"
（!）坐标转换：设其中 #$ 图形作为基准图形，

再以其形心为坐标圆点建立新笛卡尔坐标系，且两

坐标轴分别平行于 #$ 的长短边 "
（0）根据相对运动的运动方程，求出任意时刻
矩形 #! 的形心坐标!#!（%!#，%!!）及方向角!! "
（-）计算不干涉边界：根据式（!）计算不干涉边
界八边形 *（*#，*!，⋯，*1）各顶点，并建立不干涉

边界的方程，而在矩形之间有相互转动时，代入相应

的!! 值即可 "
（2）判断不干涉：即将其归结为判断矩形

#!（!#!，"!，!!）的形心是否落在此不干涉边界八边形

* 之外 "
本方法与 3(45*647(89:(+ 法的矩形之间不干涉

判断过程一致，即首先构造不适合多边形，然后进行

参考点与该多边形的干涉判断 ;本方法的优点是计
算效率高 ;通过比较两者的计算次数可知，对于静态
不干涉判断，在构造不适合多边形时，3(45*647(89:(+
法需进行 -1 次卷积运算［<］，而本方法仅进行 != 次
乘法运算；在进行参考点与不适合多边形的干涉判

断时，则两种方法计算次数相同 "
另外，3(45*647(89:(+ 法只能对相互间有平移的

矩形直接作出干涉判断，而当方向角!! 变化时，则

需重新构造不适合多边形，因而计算繁琐 "本方法由
于式（!）中包含有方向角度!! 参数，它可以很简捷

地重新构造不适合多边形，因而可方便地对两矩形

相互间既有平移又有转动的情况作出干涉与否的判

断 "

" 算例

以第 !节中所述的简单复合运动为例，在笛卡
儿坐标系中给出两矩形图形 #$（"，"，#，"，-"，0"）与
#!（ & #""，#2"，’()0"+，)*+0"+，-"，!"），如图 -所示 "若
从 ( $ "时刻开始，#! 以 2 坐标单位 , )的速度沿与
%#轴成 & 0"+角方向作匀速直线运动，同时绕其形心
沿逆时针方向作角速度# $ ">"-=?@A B )的匀角速转
动，由本文的不干涉判断算法可简捷地求得，两矩形

在 ( $ 0">!)时，在顶点处发生第一次干涉，此时 #!

形心!#! $（0">1，<->-）,，方向角!! $ #"C>=+ "经解析
几何等方法验证，证明了本方法的正确性和有效性 "

图 - 两矩形间动态干涉判断算例
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! 结束语

本文工作意在讨论矩形之间的动态不干涉问

题，而利用传统方法求解此问题，是通过引入运动方

程，来求出给定时刻 ! 两矩形的相对几何位置关系，
然后归结为用传统的静态不干涉算法来进行判断，

但是计算繁复 "本文给出一种简捷的两矩形之间干
涉性判断的不适合多边形顶点的计算公式 "采用此
公式来构造不适合多边形不但简单、计算效率较高，

而且尤其适用于对两矩形之间既有平移又有转动的

情况，即根据两矩形间相对运动的运动方程，首先求

出任一时刻两矩形的形心坐标及方向角，然后套用

本方法的计算公式，便可作出干涉与否的判断 "目前
复杂几何图形的不干涉判别计算，常将复杂几何图

形近似地用其包络矩形或组合矩形来描述，故本文

的不干涉判别条件及算法具有一定的应用价值 "希
望能将此方法推广到三维情况，并籍此展开几何图

形动态不干涉算法的研究 "
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